ESERCIZI
di
TEORIA deil SEGNALI

La Correlazione



Correlazione

Si definisce correlazione (0 correlazione incrociata o cross-correlazione) trai due segnali di
energia, in generale complessi, x(t) ey(t) laquantita:

¥
Rey()= () (O (t +t
- ¥

che hacometrasformata di Fourier:

Syy(F)=X (f)Y(f)
Caso particolare e I'autocorrelazione di un segnale di energia definita come:

¥
Rex(t)= CY (OX(t -+t )el
- ¥

il cui spettro &

Sux(f) = IX(F)P

Questa quantita é reale epositiva, pertanto la autocorrelazione di un segnale di energia e una
funzione pari.

Inoltre I'energia del segnale coincide con il valore nell'origine della sua autocorrel azione.

Due sono pertanto le vie per calcolare una correlazione:

laprima usa direttamente la definizione in tempo per cui S deve:
coniugare un segnale [x * ()],
tradare l'atro di una quantita che e >0 se latradazione avviene verso sinistra[y(t + t)],

eseguireil prodotto trai segnali cosi costruiti [x " ()y(t +t)],
calcolare I'integrale del prodotto.

la seconda presuppone il passaggio in frequenza per cui bisogna:
calcolare le trasformate dei due segnali [X(f) e Y (f)],

moltiplicare unaper I'altraconiugata [X* (f) Y ()],
antitrasformare il prodotto.

Si ricorda comunque che il calcolo della correlazione s puo ricondurre a quello di una
convoluzione valendo larelazione:

Ry (1) =x*(-1) = y(t)



Esercizio 1

Calcolare lacorrelazionetrai segnali:

X(t) = A rect 1 (1) y(t) =- B tri ; (t-5T)
A
A
5T
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-B - - — — — -
Fig 1.1

Letrasformate dei segnali sono:
X(f) =AT sinc (p fT)
Y(f)=-BT sin (p fT) ¢ 1 10P T

per cui latrasformata della correlazione sara: _
S (f) =- ABTZ sinc3 (p fT) "1 10P T

Si vede allora come o spettro della correlazione si ottiene traslando in anticipo il segnale di
Spettro:

syx' (f) =- ABT2 sinc3 (p fT)

E' facile verificare che una proprieta di questo tipo valein generale, infatti sei due segnali sono
ricavati da altri attraverso un ritardo:

x(f) = v (t-ty)
y(®) =u(t-t,)

S haper lacorrdazione:
¥ ¥

N\ * N\ *

Rey()= () (- tu (t+t - t)dt= ¢y (Ou (t+t- (ty - t))dt
-¥ -¥



S puo, pertanto, calcolarela correlazionetra i segnali non ritardati e successivamente applicare
il ritardo t, -t,.

Si pud osservare che antitrasformare I'ultima espressione ricavata non € molto semplice,

pertanto invece che operare in frequenza é opportuno calcolare la correlazione direttamente nel
tempo sui due segnali riportati nellafig.1.2.
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Fig.1.2

Si puod anche osservare come in questo caso la correlazione dei segnali coincida con laloro
convoluzione per laparitadel segnaley (t+ 5T).

Essendo lo spettro una quantita reale, la correlazione sara una funzione pari nel tempo; sara
alorasufficiente calcolarla per trasazioni negative (cioé che si sviluppano verso destra).

E' evidente come per traslazioni superiori a 3T/2 i due segnali occupano intervalli di tempo
distinti, allorail loro prodotto & nullo e tale sara anche laloro correlazione che quindi é diversa

dazeroper |t |<3T/2.
Nellafig.1.3 e descrittala situazione che s ha quando |t | < T/2.
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Fig.1.3

L'area tratteggiata individua la regione di sovrapposizione. Per cacolare il valore dela

correlazione basta calcolare I'area del pentagono irregolare cosi ottenuto , dato dalla somma di
due trapezi rettangoli:



il primo (quello asinistradellalineaverticale tratteggiata) haaltezza (T/2 - t) , la base maggiore
AB equellaminore AB(T/2 + t)/T,

il secondo (quello adestradellalinea verticale tratteggiata) haatezza (T/2 +t) , la base maggiore
AB equdlaminore AB(T/2-1)/T.

Si puo pertanto concludere cheper |t |<T/2:

Ry ) =-2 AB{(1+21-1)( L +1) +1+3+ DT - 1)} =

-.1 2T _tyT -=.1 3T _ 242
2AB{T+_|_(2 t)(2+t)} 2AB{2 _I_t}
Si osservi cheper t =0 d ottieneil valore - 3ABT/4, come e facile verificare geometricamente
epert =T/2il valore - ABT/2.

Nellafig.1.4 e descrittalasituazione che si ha quando T/2 £ |t | £ 3T/2.
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Fig.1.4

AB(3T/2+t)IT

Lacorrelazione in questo case vae:

Ry () =- L AB(ST 1t }y°

Tale correlazione ériportatanellafig.1.5per AB=4eT = 1.



AB=4,T=1

Fig.1.5

Si puo osservare come I’intervallo di tempo in cui la correlazione e diversa da zero coincide con
lasommadegli intervalli in cui sono divers dazero i segnali correlati.

Imponendo latraslazione di 5T s ottiene allorail risultato cercato.



Esercizio 2

Calcolare laautocorrelazione ddl segnale di figura.

Ab(t)
A
T T| 27 3T t’
A | —-= =
Fig.2.1

Il segnale b(t) sl pud scrivere come:

b(t) = A {rect ;- (t + T/2) +rect  (t- T/2) - rect - (t-3T/2) + rect . (t -5T/2)}

Indicando con A il simbolo che rappresentala correlazione s potra scrivere:;
Rob(t) =b(t) A b(t) = A2 {recty(t +T/2) +rect(t -T/2) -recty(t -3T/2) +recty(t - 5T/2)} A
A{rectr(t +T/2) +recty(t -T/2) -rect(t -3T/2) +rect(t - 5T/2)}

Sviluppando s vede facilmente come bisogna calcolare 16 correlazioni del tipo:
Rss(t ) =recti(t - k T/2) A recti(t -h T/2)

Tenendo conto delle proprietaintrodotte nel precedente esercizio relative dlatrasazione del
segnali, per calcolarelaR (t )e sufficiente calcolare |laquantita:

rectr(t) A rectr(t)
epoi tradarladi (k-h)T/2.

Il calcolo della autocorrelazione di un impulso rettangolare € molto facile siain tempo chein
frequenza. Operando in questo dominio infatti s trova che lo spettro di densitadi energia e

IA(f)|2 = T2 sincX( p fT)

cui corrisponde in tempo:
Raa(t) =Ttrig(t)

Si osservafacilmente che s hanno 4 delle 16 correlazioni in cui k =h, 3in cui k = h +2, ancora
3incuik=h-2,2incuik=h+4e2incui k=h-4,infinevielcasoincuik=h+6elincui
k=h-6.

Nei cas di distanza 2 e -2, due volte la correl azione el ementare € negativa e una positiva, in
guelli adistanza 4 e -4 unavolta é positiva e unanegativa, in quelli adistanza6 0 -6 € positiva.



S haalorain conclusione:
Rob(t) =A%{4 Raa(t) - Raa(t+T) - Raa(t -T) + Raa(t +3T) + Raa('t -3T )}

Fig.2.2

Si puo osservare come questa autocorrel azione sia pari, come doveva essere in quanto b(t) € un
segnalerede.
Un'dtra possibilita comune atutti i segnali come questo, cosiddetti a codice, derivadal fatto che
e possibile scrivere:
b(t) =Arect . (t)*{u,(t+T/2)+uy(t-T/2)-uy(t-3T/2) +u, (t-5T/2)}=
= a(t)* c(t)

ove a(t) el’impulso, in questo caso un rettangol o, ricorrendo a qualeil segnale e costruito e
c(t) el’insieme degli impuls di Dirac che definiscolo il codice particolare in esame.

Ricorrendo alla proprieta secondo cui:
Ruy(t) =x*(-t) * y(t)
s ha
Roo(t) =[a*(-t) » c*(-)] * [ a(t) * c(t)]

Per le proprieta distribuitiva ed associativadel prodotto di convoluzione, s pud ancora scrivere:
Rop(t) =[a*(-t)* a(®)]* [c*(-)* c ()] = Ra(t)* Rec(t)
Ora
Raa(t) =& Ttrit(t)
mentre per calcolare Rec(t ) S puo passare in frequenza ricavando facilmente:
C(f) :ejpr +e jpfT e 3ipfT N 5pfT
€
|C(f)|2 :[ejpr +e IPIT _ o 3ipfT o 5] pr] [e— ipfT | QPIT _ BipfT |, SipfT
chevae:
|C(f)|2 —4. ej2pr e j2pfT ej2pr +e i2pfT
Questa espressione e facilmente antitrasformabile come:



Rec(t) ={4Uy(t) Uy (t-T)-ugy E+T) +u g (t-3T)+ U (+3T)}

Si ricavadlorail risultato gia ottenuto in precedenza:
Ron(t) = A*{4 Raa(t ) - Raa(t+T) - Raa(t -T) + Raa(t +3T ) + Raa(t -3T)}

Esercizio 3

Calcolarelacorrdlazionetrai segnali di figura:

x)=-Be 2lu ) e y®)=Arect (1)

‘ y(t)

X(t)

Fig3.1

Nellafig.3.1 A e B sono stati posti uguali alea =2.
Operando tradlazioni del rettangolo verso sinistra (cioé positive) si puo facilmente osservare

come pert >T/2 non s hapiu lasovrapposizione dei due segnali, il loro prodotto € nullo etale
saraanchel’integrale. Per -T/2 £t £ T/2 s hainvece lasituazione descrittain figura 3.2.

X(t+t)

‘ T/2-t
: w — ———

Fig 3.2

-T/2-t




Si puo scrivere:
T2-7

ny(’lj):- AB G'Ottdt:_ %(1_ e'OL(T/2-1:))
0

Per t £ - T/2 9 halasituazione descrittain figura 3.3 e quindi

X(t+t)

Fig 3.3
T/2 -t

Ryy(t) = - ABf eat() dt= %(ea (T/I2+t) - a (T/2-1)) =
-T2 -t

Lacorrelazione cosi ottenuta e riportata nellafig.3.4




Esercizio 4

Calcolare lacorrelazionetrai segnali:

x(®)= Ae ?tu,) y® =Be Ptu, )

x(t)

=4
n

Fig.4.1

Datalasemplicita delle trasformate si tratta di verificare se non siapiu semplice operare in
guesto caso in frequenza invece che in tempo.

Si ricordi infatti che:
_ A
XM= a +j2pf
Y(f) = —B
b +j2pf

aloralo spettro di densita di energiaincrociato &
(f) = - AB .
(b+i2pf)(a -j2pf)

che s pud anche scrivere:
Sy(M=ABf 1 .4
YT a4 b\b+j2pt @ -i2pff

Ricordando la proprieta dellatrasformata di Fourier relativa allainversione degli assi (a x(-t)
corrisponde X (-f)) si puo alora scrivere in conclusione:

AB {ebtuy(t) +e tuy(-t))
a+thb

Ry (t)=



Fig.4.2

Si vuole qui ricordare che |’ dtra possibile correlazione, avendo lo spettro coniugato, ha una
espressione che s ricava semplicemente invertendo I asse (la correlazione trovata e real €):

Ryx (1) = AB {ebtu(-t) + e a tuy(t)}
a+b

Esercizio 5

Calcolare laautocorrelazione del segnale di figura:

A

A

Fig.5.1

Datalasemplicita della descrizione del segnale in tempo e opportuno affrontare in questo
dominio il calcolo della autocorrelazione.

Ricordando che | autocorrelazione di un segnale reale e unafunzione reale e pari e sufficiente
eseguirei calcoli per valori di traslazione positivi ( cioe traslando verso sinistra).

A
- - t>0
t
t [T-t T >




Si puo alorascrivere:

T-t
Rux (t) :Azf
0

T-t
t t+t - t £y t t 2 —
(1'T)(1'%) dt_AZfo [1'7'(2'f)f+(f)] dt =

s

1-
=Ahf [1-L-@bx+x2 dx =A2T](1-1)?-1 2 L) (1-1)%+ 1 (1-1)°)
0 T T T 2 TN T 3V T

- [t .ty 4 11 ty3
=APT | op () + 3

che ériportatanellafigurab.3 per A =3eT =2

 \
Tao RXX(t)

Fig5.3

Esercizio 6

Calcolare lacorrelazionetrai segnali:



x(t) = rect 1 (t) e}2PWt y(H) = rect . (t) el2PH
Applicando ladefinizione s puod scrivere:
¥
Ryy(t) = f rect-(t) & 2PVt rect (t +t ) e/2PF(T Vg
Nel caso F =W lasoluzione deII'-i}ré]tegraI.e s semplificain quanto diventa:

Ruc(t) =€JPFL rect (1) rect (t+1) dt="Tel2P i (1)

¥
Nel caso generdes ha
T¥
Ryy(t) = el2pFt rect . (t)rect . (t +)el2p (F-W)t g
- ¥

In fig.6.1 € mostrato come valutare gli estremi di integrazione per t positivi e negativi.

A
t<0
>
-T2 T2 T/2-t t
-T2-t
A
t>0
>
/ -T2 T2-t T/2 t
-T2-t
Fig.6.1

S haalorapert negativi :

. *T/2 . i . . .
Ry (t) = e 2PFt ei2p (F-W)tg = _elPFt  in (F-W) T_ gip (F-W)T &2 (F- W)t
TRt j2p (F- W)

e pert positivi:

. ‘T/2-t . i ) . )
Ry (1) = e 2PFt ei2p F-Wtg = _elPFt  in (F-W) T oj2p (F- W)t _ g (F-W)T
-TI2 j2p (F-W)



