La prima formulazione del principio dei minimi quadrati fu laseguente: i | val ore piu
probabil e di una qual unque quantita msurata e tale che |a somma dei
quadrati delle deviazioni delle msure da questo valore sia m nino.
Vediamo in cosasi traduce questa frase.

Supponiamo di avere N misure ripetute di una stessa quantita (il misurando), che formano
percio il campione di misura (X1,Xz,...,Xn). La differenza (o scarto) della generica misura X
dal valore piu probabile X del misurando & X-X;; alora il principio dei minimi quadrati
afferma che X & quel valore che minimizza la seguente sommatoria:

(X' Xi)2

Qo

I
iy

Minimizzare questa sommatoria rispetto ad X significaimporre la seguente condizione:

98 (x-x,)=0
dX 5 '

Calcoliamo allora quella derivata:

i(x- X, ) :5” 2(X - X;)=2NX - 2;‘51 X
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Imponendo che la quantita ricavata sia uguale a zero, si trova evidentemente che X coincide con la
media aritmetica delle N misure a nostra disposizione:

14
X == X.
N
Quindi, dall’applicazione del principio a minimi quadrati deriva che il valore piu

probabile di una quantita msurata piu volte € la nedia aritnetica
delle msure ottenute.

Si puo allora pensare ad una serie di applicazioni di questo principio. Ci interessiamo, in
particolare, all’ applicazione del metodo dei minimi_quadrati alle equazioni lineari in _due
variabili.

In forma del tutto generica, una equazione lineare in due variabili pud essere scritta nella forma
seguente:

y=mx+q



Appunti di “Misure Elettriche”

Su un piano cartesiano, questa e ovviamente |’ espressione di una retta con coefficiente angolare

m e intercetta sull’ asse delle ordinate pari aq.

Supponiamo di aver eseguito diverse misure delle variabili y ed x, a fine di aumentare la
precisione con cui identificare i parametri m e . Dato che le incognite sono due, dobbiamo avere a
disposizione un numero N di misure (o meglio coppie di misure) maggiore di 2. Ciascuna coppia di
misura ci dara origine ad una equazione del tipo

y; =mx; +q

Inrealta, non e proprio cosi, i n quanto | e N equazioni trovate non saranno in
genere tutte consistenti, nma esisteranno delle deviazioni rispetto

ai valori teorici. In altre parole, per la generica coppia (x;,yi) di misure, risultera una

equazione del tipo
y; +d, =mx; +q

dove d; € appunto la deviazione.

A questo punto, in base al principio dei minimi quadrati, i valori piu probabili di m e di g, ossia
quelli che consentono di individuare la retta che meglio raccordi i punti sperimentali (X;,yi), SOno
quelli che minimizzano la sommatoria delle deviazioni quadratiche:

y
a d’

i=1

Andiamo allora ad esplicitare meglio questa sommatoria e poi a calcolarne le derivate parziali
rispetto ad m ed a g, in modo da uguagliarle a zero:

éN.diz :éN (mxi +q- Yi)2 % ®

i=1 i=1
iq ¢ 2 &9 2_ 38
1—a(mXi+Q- yi) a_( Xi+q-yi) —aZXi(mXiW- Yi)
38,® Il Im % iz Im i=1
I.léN.(mXi"'q'yi)z éNl(mXi"'q' yi)zzéNz(mXi"'q' Yi)
T ﬂq i=1 i=1 ﬂq i=1

Uguagliando dunque a zero le due equazioni ottenute, otteniamo il seguente sistema di due
equazioni in due incognite:

;}lgx(mx +q-y,)=0
I,Ilzl
1 (mx +a-y,)=0

E’ immediato trovare le soluzioni di questo sistema: in primo luogo, possiamo riarrangiare le due
equazioni, scrivendo che
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Metodo dei minimi quadrati

i &, & &

ima x; +da X - a Xy; =0
1 = i=1 i=1

. y

%ma X;+Ng-a vy, =0

i=1 i=1

__1d __ 18 . : : I
Ponendo Xx=—g x, ey :Na Yy, , possiamo ulteriormente scrivere il sistema nellaforma
i=1 i=1

N

N N
Im4 x2 +qNx- & xy, =0
| i=1 i=1

ImNx+Ng- Ny =0

Ricavando ad esempio m dalla seconda equazione e sostituendo nella prima, otteniamo

i N N N N
Y o > _ .0 o __ 0O
V'q y_q é\j ([)\1 %xaxl-axlyl y><axi'X>aX|y|
m="—"3%@ Z—>xq X/ +gN\NX- g Xy, =0%.® q=—"1 = == =
X X 4 21 19 2 o 9 2 N2
—Xa X; - NX a X - NX
X iz i=1
Tornando adesso nell’ espressione di m, otteniamo
& J
yxa X - Xxa Xy,
y- Ile = 1 N N N
2 < 2 — .9 2 O o .
V- q a X - Nx 1 §y>€axi -a Xy aXy - Nxy
m=2""= i=1 - =Zy- ’\i|:l i=1 — i:t
X X X éxf-Niz éxf- NX?
i=1 i=1

Concludiamo dunque che i coefficienti dellarettaricercata sono i seguenti:

N
éxiyi- N>°_(XV
_ =1
m="7%
a x? - Nx?
i=1
8, 8
y>axi - anx|y|
q= i=1 i=1
§N1x2 Nx?

Il metodo dei mnim quadrati pud anche essere generalizzato al
caso in cui la relazione tra le variabili x ed y non sia lineare.
Tipico esempio € quello di unarelazione di tipo polinomiale, in cui cioe risulti

y=a,+ax+ax’+..+a x"
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Appunti di “Misure Elettriche”

In questo caso, le incognite da determinare sono evidentemente gli m+1 coefficienti. Servono
percio un numero di coppie di misure (x;,yi) in numero N maggiore di m+1. Per quanto riguarda il
modo di procedere, € lo stesso visto prima, nel senso che bisogna ipotizzare che le varie coppie di
misure corrispondano a delle deviazioni tali che

Yi - di =3, +a1Xi +a2Xi2 +"'+amxim

Esplicitando da qui |'espressione di d;, bisogna usarla per minimizzare ancora una volta la

N
guantita é d?; bisogna percio calcolare le m+1 derivate parziali di quella quantita, una rispetto a
i=1
ciascun coefficiente, ed uguagliarle a zero, arrivando cosi ad un sistema di m+1 equazioni in m+1
incognite dal quale ricavare i coefficienti desiderati.
Il problema di questa metodologia € che i tempi di calcolo possono anche essere lunghi, per cui

N
sono stati messi a punto degli algoritmi che accelerino la minimizzazione della funzione é d?.
i=1

gueste procedure vanno sotto il nome di tecniche di ottimizzazione mediante I’LSM (acronimo
inglese di Least Squares Method).
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