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DTFT (DISCRETE TIME FOURIER TRANSFORM)

Consideriamo un generico segnale s(t) tempo-continuo passa-basso (per comodita) e supponiamo
di sottoporlo ad un campionamento con frequenza di campionamento fc=1/T¢ che rispetti il teorema
di Nyquist'. Sappiamo bene che il corrispondente segnale campionato si pud esprimere in due modi
del tutto equivalenti:

s.() = & STd(t- nTo) =s(t) & d(t- nTy)

Mentre nel capitolo precedente abbiamo usato solo la seconda di queste espressioni, adesso Ci
serviremo soprattutto della prima, in modo sostanzialmente da esprimere sc(t) come una sequenza di
numeri:

+¥
sc(t) = a s(nTe)d(t- nT.)
n=-¥

Vogliamo calcolare la trasformata di Fourier di questo segnale. Potremmo seguire la strada seguita
nel capitolo precedente, in cui si considerava sc(t) come prodotto di s(t) per il pettine di
campionamento e quindi si prendeva, in frequenza, la convoluzione dei due spettri. Al contrario, in

1 Cio significa, come ben sappiamo, che la frequenza di campionamento & superiore al doppio della banda (monolatera) di s(t)
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guesta sede scegliamo un’ altra strada e precisamente quella di applicare la proprieta di linearita della
trasformata di Fourier, in base alla quale possiamo calcolare Sc(f) come somma delle trasformate dei
singoli termini s(nT.)d(t- nT.): ricordando alora che la trasformata di un impulso € un esponenziale

complesso, abbiamo che

2% ¥ b +¥ +¥ .
Sc(f) = F§9¥S(nTc)d(t- nTc)§: §¥F[S(nTc)d(t- nTC)]: a¥s(nTc)F[d(t- nTc)] = a¥s(nTc)e"pr“Tc

=- =- n=-

Osservazione
Sull’ espressione ottenuta &€ importante fare una osservazione: se consideriamo la definizione di
trasformata di Fourier di un generico segnale s(t) tempo-continuo, sappiamo che

+¥
S(f) = Cp(t)e "t
-¥

Nell’ipotesi che il segnale s(t) sia una somma di impulsi negli istanti nT¢, quell’integrale pud
essere tranquillamente sostituito da una sommatoria, il che significa scrivere che

+¥ .
S(F) =T, g s(nT.)e *Pe
n=-¥

dove il fattore moltiplicativo T tiene conto della dimensionalita dell’integrale (che € un integrale
appunto nel tempo).

Confrontando allora I’ espressione appena riportata con quella prima ottenuta per Sc(f), si nota
che proprio il fattore moltiplicativo T¢ contribuisce a distinguere le due. Questo ci serve ad
evidenziare che lo spettro trovato prima per Sc(f) non & una precisa approssimazione della
trasformata di Fourier, proprio per la mancanza del termine moltiplicativo Tc.

La formula ricavata per Sc(f) non & chiaramente implementabile in un calcolatore, in quanto la
sommatoria e estesa ad infiniti termini, mentre noi non abbiamo una memoria di capacita infinita né
possiamo aspettare per un tempo infinito I’esito del campionamento. Al contrario, noi possiamo
effettuare la nostra osservazione del segnale s(t) solo per un tempo finito, il che equivale a
considerare un numero finito di campioni.

Supponiamo allora di aver preso solo N campioni del nostro segnale s(t), numerati da O ad N-1:
abbiamo che

N-1 N-1 '
sc(t) =@ S(NT.)d(t - NT,) Ba® S.(f) = Q S(nT.)e e

n=0 n=0

Abbiamo scelto evidentemente i campioni partendo da t=0 e finendo in t=(N-1)Tc.

E’ intuitivo aspettarsi che il contenuto informativo di questo segnale campionato sia diverso da
guello ottenuto con un campionamento di durata infinita. Cerchiamo allora di renderci conto di questo
fatto con una analisi quantitativa.

L’ operazione di considerare solo un numero finito di campioni del nostro segnale s(t) pud essere
interpretata in due modi, perfettamente equivalenti:

dato s(t), lo finestriamo, cioe ne consideriamo I’ andamento entro un dato intervallo di tempo di
durata finita, e poi o campioniamo;
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il secondo modo € invece quello di campionare prima s(t) e poi di selezionare un numero finito
di campioni.

Possianp cioé indifferentenente ritenere che il canpionanmento
venga fatto prima o dopo la finestratura, vistocheil risultato finale e lo stesso.
Ragioniamo allora in frequenza, supponendo di finestrare primail segnale e poi di campionare.

L’ operazione di finestratura consiste nella moltiplicazione del segnale per un rettangolo di
durata finita (ed altezza unitaria). Indichiamo tale durata con NTc, dove Tc € il periodo di
campionamento (mentre, ovviamente, N rappresenta il numero di campioni che andremo a prendere
successivamente): il segnale finestrato ha espressione

& NT. o
ctl- +
s, () = S(t) "g(t) = s(t) wecte——2 =

C

Q.'..'.

dove |’ espressione apparentemente complicata del rettangolo deriva dal fatto che esso non e centrato
nell’ origine, ma nell’istante NT¢/2, visto che si suppone di estendere la finestratura dat=0 at=NTc.

at) |

NT, t

Per calcolare lo spettro di s(t), dobbiamo dunque convolvere i due spettri: lo spettro del
rettangolo g(t), applicando la definizione, €

+¥ NT, .
y ¢ y fNT.) .
G f - A t e Jprtdt = A Jprtdt = j2pft NTc = = NT Sn(p C e JPfNT.
= &0 & =l T

(il termine di fase deriva chiaramente dal fatto che il rettangolo non & centrato in t=0, mentre, se lo
fosse, il suddetto termine di fase scomparirebbe) per cui o spettro del segnale finestrato

_ _ SN(PfNTG) _ jorn
S (f) =S(f)* G(f) =S(f)* N, IoINTe
 (F) =S(F)* G(f) =(F)* NT. oiNT, e

Adesso dobbiamo campionare s(t), il che significa, nel dominio della frequenza, prendere lo
spettro S(f) appena calcolato e periodicizzarlo a passo fc=1/Tc:

5 é sn(pfNT.) i U
S (f)= & &(F)*NT, ————-Clg PNTe g
or (F) nigg() T pfNT, 4

:r]‘fc

La figura seguente mostra allora come e fatto questo segnale, che é la cosiddetta trasformata di
Fourier tempo-discreta (brevemente DTFT):
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/ o .‘_'):1, -.%.,:» ibii‘l -_>.
e PNAL A

La prima operazione indicata € la finestratura del segnale s(t), che in frequenza corrisponde alla
convoluzione di (f) per il sin(f)/f (corrispondente al rettangolo di finestratura nel tempo). La successiva
operazione € il campionamento del segnale finestrato, operazione che, in frequenza, corrisponde ad una

periodicizzazione dello spettro del segnale finestrato

La convoluzione tra S(f) ed il sin(f)/f, cioé la trasformata del rettangolo di finestratura, da origine
ad un segnale che somiglia ad S(f) periodicizzato, ma con in piu delle oscillazioni sia in banda sia
fuori banda; tale segnale e, teoricamente, a banda infinita, per cui il segnale che s ottiene dal
successivo campionamento non puo fare a meno di presentare una sovrapposizione di repliche, cioé
un errore di aliasing. Questo, quindi, significa che, nell’intervallo non ambiguo [-fc/2,fc/2], il segnale
campionato presenta lareplica di nostro interesse cui sono sommate tutte le altre repliche spettrali.

E’ nostro interesse, allora, ridurre I’influenza delle repliche che fanno da disturbo ed abbiamo un
solo modo per farlo: aumentare la durata della finestra di osservazione. Infatti, ci basta tener conto
che il sin(f)/f per cui moltiplichiamo S(f) presenta gli zeri in 1/NT¢ e multipli e decresce inoltre in
modo proporzionale a NT¢: aumentando quindi NT¢, noi otteniamo il duplice effetto di avvicinare gli
zeri del sin(f)/f e di velocizzare il decadimento delle sue code, ottenendo dunque un disturbo via via
minore nell’intervallo non ambiguo®.

A livello quantitativo, ¢’ e un criterio molto semplice per individuare il valore ottimale di
NTc (durata dell’ osservazione): fissato un arbitrario valore di NT¢, andiamo a valutare i
valori di S(f) al’interno dell’intervallo non ambiguo®; successivamente aumentiamo NTc e
ricalcoliamo gli stessi valori; fin quando osserviamo variazioni consistenti dei valori di Sc(f),
dobbiamo continuare ad aumentare NT¢; quando i nvece osservi ano vari azi oni
sulla quarta o quinta cifra decinmale, allora possianpo fermarci,
perché significa che il contributo delle code delle repliche
adi acenti € diventato trascurabile rispetto alla precisione da
noi desi der at a.

Riassumendo, quindi, la DTFT (cioé |’ operazione di finestratura e successivo campionamento di
s(t)) ci pud dare una accettabile approssimazione dello spettro® di s(t), a patto di tollerare sia la
periodicizzazione in frequenza (il che, perd, sappiamo non essere un problema quando il segnale é
passa-basso, cioé a banda limitata) e, soprattutto, I’aliasing inevitabile dovuto al troncamento della
sequenza di numeri che consideriamo (dobbiamo cioé accettare che tra -fc/2 e fc/2 si ottenga non |o
spettro di s(t), malo spettro del segnale ottenuto finestrando s(t) trat=0 e t=NT¢).

2 D altra parte, non ¢’ é da stupirsi di questo risultato: quanto maggiore & la durata NT¢ della finestra di osservazione, tanto pitl ci
approssimiamo al campionamento ideale e quindi tanto piu il segnale campionato si approssima a quello ottenibile, idealmente,
con infiniti campioni (e sempre nell’ipotesi di rispettare il teorema del campionamento).

3 E’ chiaro che consideriamo solo alcune frequenze

% inteso cioé come |a trasformata di Fourier “classica” del segnale s(t)
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In qualche modo, quindi, la DTFT ci da una buona approssimazione dello spettro di s(t), ottenuta
da un numero finito di campioni di s(t) stesso. C'é perd un problema: la suddetta approssimazione
dello spettro di s(t) risulta essere una funzione continua della frequenza.

5 é sSn(pfNT.) i U
S (f)= & &(F)*NT, ————-Clg PNTe g
or (F) nigg() T pfNT, 4

:r]‘fC

Quindi, fondamentalmente, con |a DTFT passianp da una rappresentazi one
discreta nel tenpo (costituita dai canpioni s(nTc) del segnale
finestrato) ad una rappresentazione continua in frequenza. Questa ha il
pregio di consentirci il calcolo di Sc(f) in qualsiasi frequenza, ma, viceversa, ha il difetto di non
essere rappresentabile nella memoria di un calcolatore. Dobbiamo allora fare un ulteriore passo avanti
rispetto a questi discorsi: dobbiamo ottenere una rappresentazione discreta anche nel dominio della
frequenza. A questo requisito risponde laDFT , che sara analizzata nei prossimi paragrafi.

DFT (Discrete Fourier Transform)

I NTRODUZIONE

Abbiamo concluso il paragrafo precedente osservando che la DTFT di un segnale s(t) tempo-
continuo non va bene ai nostri scopi (che sono quelli di una elaborazione numerica del segnale anche
nel dominio della frequenza) per il semplice fatto che non & implementabile in un calcolatore:

N-1 .
S(t) % IPITIHE® S(nT.) Y VHA® S (f) = § S(NT,)e *e

n=0

Infatti, se da un lato facciamo uso di un numero finito di campioni del segnale s(t) nel tempo,
dall’ altro otteniamo una rappresentazione del corrispondente spettro che risulta una funzione continua
della frequenza. Affinché anche |a rappresentazione in frequenza sia
menori zzabile sul calcolatore, dobbianb dunque discretizzare la
rappresentazi one di frequenza.

Il problema € allora il solito: data una funzione continua della frequenza, corrispondente allo
spettro di s(t), dobbiamo campionarla. Possiamo allora fare immediatamente due considerazioni:

in primo luogo, dovendo campionare diventa cruciale la scelta del passo di campionamento (in
frequenza) se si vuole conservare il contenuto informativo del segnale di partenza;

in secondo luogo, cosi come campionare nel dominio del tempo equivale ad ottenere un segnale
periodico in frequenza, vale anche il duale, ossi a canpi onare nel dom nio della
frequenza equival e ad ottenere un segnal e periodico nei tenpi.

Focalizziamo |’ attenzione sulla seconda osservazione: quando noi campioniamo s(t) nel tempo,
otteniamo dal campionatore un segnale sc(t) la cui trasformata e la ripetizione periodica di S(f);
dualmente, se canpionianb  S(f), otteniamb un segnale la cui
antitrasformata non pud che essere una ripetizione periodica di

5
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s(t). Detto in altre parole, il segnale ottenuto campionando S(f) pud essere interpretato come la
trasformata del segnale ottenuto periodicizzando s(t) a passo opportuno.

L’ operazione effettuata dalla DFT consiste dunque in due passi
essenziali: periodicizzare s(t) e calcolare il corrispondente
spettro. Verifichiamo analiticamente quanto appena detto.

Supponiamo di voler ottenere un campionamento di S(f) a passo fc (questa € una frequenza di
campionamento per il momento generica, diversa da quella usata nel tempo). Analiticamente, cio
significa che I’ esito del campionamento sara un segnale

S(F) IIRYAIR® S, (1) = & S(nf )ol(F - ) =S(F) & dlf - f,)

dove, per il momento, stiamo considerando il caso ideale di infiniti campioni.
Consideriamo alorail segnale s(t) e periodicizziamolo® a passo T¢=1/fc. Otteniamo il segnale

o S
S(t) LTI TR T® g(t) = g slt- nT.)
n=-¥

Dobbiamo calcolare lo spettro di g(t). Dal corso di Teoria dei Segnali sappiamo gia come si
calcolalo spettro di un segnale periodico: anziché considerare il segnale nella sua infinita durata, dato
che il contenuto informativo si ripete uguale in ciascun periodo, e sufficiente considerare un qualsiasi
periodo e calcolare la trasformata del segnale solo in esso®. Calcoliamo alora la trasformata di g(t)

nel periodo fondamentale, chevada-Tc/2 a Tc/2:
T/2

Se(f)= p(te > dt

-T2

D’altra parte, essendo g(t) un segnale periodico, esso ammette una rappresentazione in termini di
sviluppo in serie di Fourier:

ok
+¥ JZP?I

+¥
gt)= 4 slt- nTc)= qce
n=-¥ k=-¥

dove il generico coefficiente dello sviluppo ha notoriamente espressione

1 T/‘Z _jszt
G = Ou(te " dt
C-T/2

Se allora confrontiamo questa espressione con quella di Sp(f), ci accorgiamo immediatamente che
c« corrisponde a Sp(f) calcolato in f=k/T¢ (cioé campionato) e moltiplicato per 1/Tc:

® Anche se sara chiaro in seguito, & importante scegliere il passo di periodicizzazione di s(t), in quanto bisogna fare comungue in
modo che da g(t) si possa comunque isolare s(t), selezionando i campioni entro un dato intervallo di tempo.

% Si calcola cioé la trasformata della restrizione del segnale g(t) al periodo considerato

6
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Abbiamo dunque trovato € possi bile passare dallo sviluppo in serie di
g(t) (cioé di s(t) periodicizzato) a Sp(f) senplicenente canpi onando
quest’ultima funzione a passo 1/ Tc e scalando i canpioni di Tc.

Questo risultato ci serve per calcolare 1o spettro di g(t). Infatti, adottando |a descrizione di g(t)
come sviluppo in serie di Fourier e considerando |’ espressione appena trovata per i ¢, abbiamo che

g(t) = gc eJ p?kct _ & aek 0 JZpk 1 g ek erz,)fct
k=¥ k=-¥ T ch a Te oy &Te gy

da cui, trasformando (e applicando la linearita della trasformata di Fourier), ricaviamo che

€ j2p<tU
o) =+ & 5.8 % & =14 k-dgf‘-ig
Te k=-x Tcﬂ@ ¢} Te kv Tep Teg

Questo risultato confermacheuna peri odi ci zzazi one nei tenpi equivale ad un
canpi onanment o in frequenza: infatti, G(f) € una sequenza di infiniti impulsi, equispaziati di
fc=1/T¢, ciascuno di area opportuna.

4G
A
t ] I 1.
>
n=3 n=2 n=1 n=1 n=2 n=3
f=-3T f=-2/T f=-UT f=UT f=2/T =3/T

Spettro del segnale g(t), ossia s(t) periodicizzato a passo Tc: gli impulsi sono equispaziati di 1/T¢ eiil
generico impulso, posizionato in k/Tc , ha area proporzionale al valore di G(f) in k/Tc.

Tutto questo discorso vale a prescindere da come sia fatto il segnale di partenza s(t). Ci sono
infatti due casi:

il primo caso e quello in cui s(t) € un segnale di durata limitata (e quindi banda teoricamente
infinita) interamente contenuto nell’intervallo [-Tc/2,Tc/2]: in questo caso, possiamo
evidentemente scrivere che

Tc/2 ' Tcl2 '
Se(f)= Cp(t)e®™dt=cp(t)e '™ dt
ST /2 -Te/2

il secondo caso € invece quello in cui s(t) € un segnale di durata infinita (banda finita), per cui
I’integrale che definisce Sp(f) contiene effettivamente solo il periodo base di g(t).
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Torniamo ora al nostro problema di fondo, che possiamo impostare nel modo seguente: abbiamo a
disposizione un segnale s(t) tempo-continuo; ne vogliamo dare una rappresentazione numerica nei
tempi, per cui lo campioniamo a frequenza fc; |'esito del campionamento € un segnale sc(t) che in
frequenza risulta continuo e periodico (di periodo fc); la porzione di tale spettro che ci interessa
guella contenuta in [-fc/2,fc/2] e vogliamo darne una rappresentazione numerica, cioé la vogliamo
campionare. Ci serve allora determinare il numero di campioni che ci consenta di descrivere in modo
completo un periodo dello spettro di sc(t).

Indichiamo allora con Df il passo di campionamento in frequenza: per quanto detto prima, questo
corrisponde a periodicizzare s(t) con passo 1/Df:

‘@ no g SO0
gt)= Q sgT- — = He| i f
g Df iper -—S£fE£-S
e e P 5 2
Sottolineiamo che, in questi discorsi, il segnale s(t) non €& quello tenpo-

continuo di partenza, ma quello discreto ottenuto dal canpi onanento

nel tenpo di s(t). Di conseguenza, sarebbe piu opportuno parlare di sequenza di campioni

s(nT¢) corrispondente ad s(t) che non di segnale s(t). Su questo aspetto, comunque, torneremo dopo.
Cosi come facevamo per il campionamento dei tempi, dobbiamo adesso valutare come é fatto g(t):

se il segnale s(t) & di durata limitata’, possiamo sicuramente scegliere un passo Df tale che g(t)
non presenti sovrapposizione delle repliche di s(t); in particolare, dovremo scegliere Df
sufficientemente piccolo da garantire che il periodo di ripetizione di s(t) nei tempi sia maggiore
o ameno uguale ala durata di s(t) stesso; ovviamente, non ci converra nemmeno prendere Df
troppo piccolo, in quanto ci troveremmo con un segnale g(t) in cui le repliche di s(t) non solo
sono separate, ma anche molto distanziate, il che equivarrebbe ad uno spreco di campioni
(sempre in frequenza);

seinvece s(t) e di durataillimitata, allora non potremo evitare la sovrapposizione, cioé un errore
di alias nel tempo.

Consideriamo dunque il caso di s(t) di durata limitata, come potrebbe essere quello della figura
seguente:

S(t)

Come scegliamo il passo Df di campionamento in frequenza? Dobbiamo garantire la separazione
delle repliche di s(t), ma non dobbiamo nemmeno esagerare con tale separazione. La cosa piu sensata
e fare in modo che la primareplica si presenti subito dopo la fine della sequenza di partenza. E’ facile
ottenere questo: sviluppando parzialmente la sommatoria di prima, abbiamo che

" Un segnale s(t) si dice a durata limitata se esso risulta identicamente uguale a 0 al di fuori di un dato intervallo di temporale

8
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D=3 F- 0=+ B+ L0hgn+sR- LU F 20
Q) = 3 ST ==t ST+ Dot SO+ T ok T -

La sequenza di campioni di s(t) parte da t=0 e finisce in t=(N-1)T¢ (cioé € lunga N campioni), per

cui dobbiamo fare in modo che la prima replica, ossia sgf ég, parta dall’istante t=NT¢; ci basta
e a

aloraporre

Cosi facendo, otteniamo infatti

~ +¥
N 2= & ot- INT.) =+ st+ NT.)+s(t) + st - NT.)+s{t- 2NT,)+...
UNT. g ey

+¥
)= & sit-
g(t) n<'::_1¥sg
Laprimareplicasi estende daNTc a(2N-1)Tc; la secondareplicasi estende da2NT¢ a (3N-1) Tc
e cosl via
La particolarita di questa scelta del passo di canpi onanento € che
otteniano |0 stesso nunero di canpioni sia nel tenpo sia in
frequenza: infatti, in frequenza, se campioniamo da-fc/2 afc/2, ossiada-1/2T¢ a 1/2T¢, e usiamo
un passo Df=1/NTg, il numero di campioni €

1 & 10
ampiezza dell'intervallo di campionamento _ 2T, 2Te g _ N
passo di campionamento 1
NT.

ed anche N erano i campioni nel tempo.
Riepiloghiamo dunque questi discorsi con la seguente tabella:

jintervallo di campionamento: [0,(N -1)T]
campionamento nel tempo 3%.® %numerodi campioni : N

¥ passo di campionamento: T

iintervallo di campionamento: [ 12T, ,1/2TC]
campionamento in frequenza 3%® %numero di campioni : N

¥ passo di campionamento: Df =1/NT.

FORMULE DI TRASFORMAZIONE E ANTITRASFORMAZIONE

Adesso quantifichiamo in modo piu completo la formula di trasformazione di Fourier discreta
(DFT) elacorrispondente formula di antitrasformazione (IDFT).

Abbiamo detto che la DFT si puo vedere come |'esito di due successive operazioni: prima
periodicizziamo s(t) a passo 1/Df e poi trasformiamo con i metodi classici di Fourier. Abbiamo anche
detto che noi non conosciamo proprio s(t), ma la corrispondente sequenza dei campioni ottenuti a

9
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passo Tc. Quindi, quando parliamo di periodicizzare s(t), parliamo in pratica di periodicizzare la
sequenza di campioni descrittiva di s(t). Traduciamo questi concetti in formule.
Partiamo dal segnale g(t) ottenuto periodicizzando s(t) a passo (opportuno) 1/Df:

+¥ =
= § &F- 9
g() n§¥sg Uﬂ

Abbiamo gia esaminato I’ espressione di g(t) come sviluppo in serie di Fourier: essendo T,=1/Df il
periodo di g(t), I’ espressione &

ok K
g(t) = g gkejzp?gt _i g S, ek O szTgt - of a 5.2 ek 0 —eszkth
é k=-¥ eDf 7]

Dato che noi conosciamo i campioni di s(t), anche g(t) non potra che essere formato dagli stessi
campioni, ripetuti periodicamente. Ha senso percio porre t=nTc, per cui

a(rTe) =0 § 5, S
Df g

Abbiamo inoltre detto prima che é sensato porre Df=1/NT¢, in modo da evitare la sovrapposizione
delle sequenze di campioni: sostituendo, abbiamo percio che

B¥ j2pknTg 1 j2pkn kn
g(nT.) =NT. & So(kNT.)e NTe = NT, a S, (kNT.)e

k=-¥ k=-¥

Ponendo allora genericamente ¢, = NT.S,(kNT.), possiamo scrivere che

g(nT.)=ace N n=0,1,...,(N-1)

A proposito di quella sommatoria, si possono verificare a cune proprieta:

in primo luogo, i termini dello sviluppo che si ottengono per valori di k multipli interi di N sono
tutti costituiti dal solo coefficiente c;

in secondo luogo, si osserva anche che
j2pk Y j2p(k+N)2
e N — e N

Sulla base di queste osservazioni, si nota che sia per i termini con k positivo sia per quelli con k
negativo, i termini esponenziali si ripetono periodicamente ogni N termini. Questo consente di ridurre
la sommatoria ad N termini dy, dove perd ogni termine € a sua voltala somma di infiniti altri termini.
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Trasformata di Fourier discreta (parte I)

Gl j2pn£
g(nT,)=gde N n=0,1,....,(N-1)
k=0

+¥
o
dove d, = Q@ Crwn

m=-¥

Il passaggio ulteriore consiste nel verificare che anche i coefficienti dq sono ottenibili come
sommatorie di un numero finito di termini:

Z

-1

Q(mTc)e-jzprﬁ k=0,1,..N-1
0

Q,)o

d, =

3
1l

Possiamo dunque scrivere le seguenti due formule, ponendo di=G(k):

17! j2pn-—
g(nT.)=—a G(k)e ™ n=01,...,N-1
N =
%! -j2pnk
Gk)=a g(nT.)e N k=01,.,N-1
n=0

Queste due formule coinvolgono pero il segnale g(t), mentre a noi interessa s(t). Tuttavia,
possiamo osservare, nell’ espressione di G(k), che i campioni g(nT¢) coinvolti nella sommatoria sono
quelli trat=0 e t=(N-1)T¢, per cui coincidono con i campioni di s(t). Possiamo percio concludere che

1%t j2pn

s(n)=—q Yk)e N n=01,...,N-1
N =0
§ 1 - j2pn

Sk)=a s(ne N k=01,..N-1
n=0

Queste sono le formule che definiscono la DFT e la IDFT. Entrambe le formule constano di un
numero finito di elementi: noti gli N campioni di s(t), & possibile calcolare il vettore di N elementi
costituente S(k) e, viceversa, noto il vettore di N elementi costituente S(k) € possibile risalire agli N
campioni di s(t).

Notiamo una forte somiglianza di queste formule con quelle valide nel caso tempo-continuo: la
trasformata inversa € come quella inversa a meno del segno dell’ esponente (cosi come nel caso
tempo-continuo) e del fattore 1/N. Questo fattore moltiplicativo € dunque |’ unica novita rispetto al
caso continuo.

E' evidente anche un’altra cosas la formula di trasformazione, che cioé
consente di passare dalla sequenza s(n) alla sequenza S(k), non €
altro che la DTFT, nella quale perd si considerano infiniti
canpi oni, canpionata a passo 1/ NT¢:
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¥
t) %TAIF® S(nT.) VTV II® Sf) = § (T )e e

n=0

. . N1 -ijLnTC N1 -j2pn£
) LY T A Sk = § s(nT)e " =d s(nT)e N

n=0 n=0

Questo fatto rappresenta un modo molto piu immediato di interpretare laDFT: si tratta del
canpi onanento (a passo opportuno e su un intervallo finito di
frequenze) della trasformata di Fourier (ad infiniti canpioni) di
una sequenza tenporal e discreta s(nTc). E ovvio chelapossibilitadi campionare su
un intervallo finito di frequenza esiste perché lo spettro della sequenza s(nT¢) € lo spettro di S(t)
periodicizzato a passo 1/Tc, per cui il contenuto informativo che ci interessa é contenuto in qualsiasi
periodo si voglia utilizzare.

Verifica della formula di antitrasformazione

Prima di proseguire, possiamo renderci conto facilmente del fatto che la formula di trasformazione
da s(nT¢) a S(k) sia invertibile, ossia del fatto che la conoscenza di S(k) consenta effettivamente di
risalire alla sequenza s(nT¢) di campioni nel tempo.

Per verificare I’invertibilita di S(k), ci basta applicare il principio di sovrapposizione degli effetti, il
guale ci consente di ragionare, anziché con una sequenza s(nTc) generica, con una sequenza molto
particolare, costituita da un solo campione non nullo, in un istante qualsiasi, e tutti gli altri campioni
nulli: possiamo ad esempio considerare

T )= i1 n=n,
s(nTe) {0 ntn,

Calcoliamo allora la DFT di questa particolare sequenza di campioni nel tempo: applicando la
definizione vista prima e tenendo conto che I’ unico campione non nullo si ha per n=n,, abbiamo che

k k
-2 Pno JZPno*

N-1 Ji2
S(k)zés(nTc)e' =5(n,T.)e = N k=01,..,N-1
n=0

Il vettore dei campioni che definiscono la DFT € dunque il seguente:

. 1 . 2 . N-1
- JZDnoﬁ - JZDHON - JZPHOT
Le ,e yeeen, ©

dove il primo campione € unitario dato che I’ esponente vale 0.
Se adesso applichiamo la formula di antitrasformazione (IDFT), a fine di risalire a s(nT¢),
otteniamo quanto segue:

1 %1 i2 n£ 1%t -2 no5 j2pn X 1%L 2 (n-no5
S(Ty) =~ & sy ™ = L § ¢ ong™n = L § ™ n=01,..,N-1
N o N =0 N o

Abbiamo dunque che il generico campione s(nT¢) € dato dalla somma (scalata di un fattore N) di N

termini del tipo € 2ol , con k=0,1,..
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N1 j2p(-n, & j2p-ng )t i2p(1- )2 j2p(ng )1 O

N=1MO(T) =~ g e n i T LN P2

N =0 p
N1 jop(2-ng .2 2ot jzpzng)? 2p(z V16
n:2%®s(2Tc):%éejp F__él N+eJ n( )N+...+ej p( )?:
k=0 p

1
n=n, %® s(nOTc):NXN =1

Z
-

1 j2p(N-1- noF

- 13%® s((N- DT,) :%é e %él e
k=0

1 . 2
i2p(N-1-no}=  j2p(N-1-no)= j2p(N-1-ng)—
N+e N+..te

(SRR ek

Tranne quella per Nn=ny, che risulta unitaria, tutte le altre sommatorie valgono evidentemente 0 in

. 2p(n- F
quanto il versore e N fa sempre un numero intero di giri e quindi la somma genera un poligono

chiuso, cioe a somma 0. Concludiamo quindi che la ricostruzione della sequenza s(nT¢) e fedele.

Non s trattava, perd, di una sequenza generica, ma di una sequenza con una particolarita
importante: una qualsiasi altra sequenza s(nT¢) pud essere ricavata da quella appena ricavata tramite
una opportuna combinazione lineare. Di conseguenza, applicando la sovrapposizione degli effetti,
deduciamo che laricostruzione di s(nT¢) a partire da S(k) € possibile per qualsiasi sequenza s(nT¢) di
partenza.

Simbologia adottata

Concludiamo il paragrafo introducendo |a classica notazione usata per esprimere laDFT e la|DFT:

s(n)——a S(k)W”" n=0,1,...,N-1

N-1
(k) = g s(nN)W;™ k=01,..,N-1

n=0

2
In pratica, si & posto W, —eN e guesto termine rappresenta semplicemente un versore.

Esempio

Consideriamo una sequenza x(n) di tipo esponenziale, che possiamo cosi rappresentare:

3 , ia" 3
(=12 Prt® 0y ommscomsdie  x(n)=1° pern® 0
10 pert<0 10 pern<0

13

Autore: Sandro Petrizzelli



Appunti di “Elaborazione numerfica dei segnali” - Capitolo 2.

In pratica, il segnale x(t) di partenza vale 0 prima di t=0 e vale & per t30. Il successivo
campionamento (a passo T¢) produce una sequenza che, per a=0.8, e fatta nel modo seguente:

wn}
I.

Il fatto che la sequenza decresca nel tempo dipende ovviamente dal fatto di aver preso O<a<1l; se
fosse stato a>1, la sequenza sarebbe cresciuta nel tempo.

E’ subito evidente un fatto: il segnale x(t) considerato, e quindi anche la corrispondente sequenza,
e di durata infinita, il che significa che una eventuale periodicizzazione, come si vedra tra un attimo,
non potra che presentare aliasing. Allo stesso tempo, perd, un segnale esponenziale decresce
praticamente a 0 dopo un certo tempo, per cui € intuitivo aspettarsi che si ottengano risultati diversi a
seconda di come si effettuail campionamento. Vediamo i dettagli

Intanto, supponiamo, per semplicita, di prendere Tc=1.

Calcoliamo la trasformata di Fourier della sequenza x(n): se consideriamo un numero infinito di
campioni (per cui non € una DTFT), otteniamo

L

¥ ¥ ¥
_ 2 Sj2ptn _ & n.-j2pin _ & ( - j2pf )n _ 1
X(f)—ax(n)e —aae =a l\ee —m
n=0 n=0 n=0 ae

Questo spettro € di tipo complesso, per cui presenta un modulo ed una fase (facilmente ricavabili,
peraltro), ed & periodico®. Consideriamo allora solo il modulo, il cui andamento (riportato in funzione
di w=2pf), con riferimento al primo periodo, € quello della figura seguente:

EX e

Si tratta, come sappiamo, di uno spettro continuo.

8 Ricordiamo, infatti, ancora una volta che lo spettro della sequenza x(n), ottenuta campionando x(t), & una periodicizzazione dello
spettro di x(t), a passo 1/Tc, dove T¢ €il periodo di campionamento nel tempo.
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Trasformata di Fourier discreta (parte I)

Adesso campioniamo X(f), nel primo periodo e con un numero N di campioni pari a quelli nel

tempo, con un passo di campionamento Df=1/N, il che equivale a considerare |le frequenze f,=k/N, per
k=0,....,N-1:

Questa sequenza X (k) rappresenta la DFT della sequenza x(n) di partenza. Ci interessa sapere se
X(k) consente di ricostruire la sequenza di partenza x(n). Analiticamente, dobbiamo applicare la
IDFT, il che equivale, sostanzialmente, ad eseguire due operazioni:

in primo luogo antitrasformare X(k): questo c¢i dara una sequenza X(n) corrispondente ala
periodicizzazione di x(t) apasso N:

¥ iopn X
R ==& X(ke ™
N k=0
in secondo luogo, azzerare tutto quello che ¢’é al di fuori del periodo fondamentale, in modo da
isolare x(n):
iX(n)  OE£n£N-1
x(n) =i N
10 atrimenti
Abbiamo dungue quanto segue:
N-1 oon K N-1 i2onX n
X(n):ié X(k)ejzp N :ié ;keﬂp N = = a S
N k=0 N k=0 -j2p— 1- a
1-a¢ N

Il risultato ottenuto chiarisce perfettamente quello che succede: il numeratore della frazione
coincide esattamente con la sequenza x(n) che ci interessava ricostruire, ma € presente un termine a
denominatore (che poi & semplicemente un fattore di scala) che differenzia quanto ottenuto da quanto
volevamo ottenere. Questa differenza non é altro che I’alias dovuto a fatto che la sequenza x(n) di
partenza non era a durata limitata, per cui la sua periodicizzazione nei tempi ha prodotto
sovrapposizione dei campioni.

D’altra parte, si osserva anche un’altra cosa: all’aumentare di N, infatti, il termine ay diminuisce e
quindi I'errore di alias tende a scomparire. Questo € dovuto a fatto, gia accennato, che il segnale
esponenziale decresce praticamente a O dopo un certo tempo, per cui piu estendiamo il
campionamento nel tempo, piu ci riconduciamo, in pratica, ad una sequenza di durata limitata.

Le figure seguenti chiariscono ancora meglio il concetto:

nella figura seguente € illustrato quello che accade se prendiamo appena 5 campioni del segnale
X(t) di partenza; nella figura di sinistra € riportata la sequenza X(n) ottenuta con la IDFT,

mentre in quella di destralo spettro ricavato con la DFT:
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Hn} x{z—”k)
5
N=5
N=5
1234 g '[ l ; l —k

ben diverso e quello che si ottiene prendendo invece 50 campioni del segnale x(t) di partenza

2
o )

E— I

o =0 0 50

La differenza, tra i due casi, & evidentemente nel fatto che I'estensione del periodo di
campionamento (e cioé del numero di campioni) porta a considerare un segnale di durata limitata, che
quindi rispetta le ipotesi sotto cui la DFT e una valida approssimazione dello spettro del segnale
stesso. Lo si nota, proprio, osservando come le due DFT appena riportata somigliano allo spettro
X(f) riportato prima: la DFT ottenuta con 5 campioni € una “lontana parente” di X(f), mentre la DFT
ottenuta con 50 campione € una descrizione estremamente fedele di X(f).

Esempio: metodo dello “ zero padding”

Facciamo un altro esempio significativo di calcolo di DFT, considerando, come segnale x(t) di
partenza, un classico rettangolo di durata finita.

X(t)
A

>
t

Campionando questo rettangolo solo nell’intervallo di tempo in cui € non nullo e supponendo di
considerare, per tale intervallo, L campioni, abbiamo quanto segue:

x(n)
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perOEtE£A
atrimenti

perOEn£L-1

x()=" YIIIR®  x(n)= | et
10 70 altrimenti
Avendo a che fare con un rettangolo, sappiamo che il suo spettro € del tipo sin(f)/f. Dato che,
pero, noi ragioniamo sulla sequenza x(n) ottenuta campionando x(t), deduciamo che lo spettro di x(n)
sara la periodicizzazione del sin(f)/f. Vediamo i dettagli.
Calcoliamo latrasformata di Fourier della sequenza x(n): applicando la definizione

S oot _ 8" oo _ 8% ( jopr 0 _1- €1
X() =4 x(me " =& e = ) 1S
n=0 n=0 n=0 -€

Con semplici passaggi matematici, si ottiene di esprimere X(f) nellaforma

Ancora una volta, abbiamo dungue uno spettro complesso (il termine di fase interviene in quanto il
rettangolo di partenza non era centrato nell’origine). Si tratta anche di uno spettro periodico, per i
motivi ormai ben noti.

L’ andamento del modulo e della fase di tale spettro nel primo periodo sono riportati (in funzione di
w=2pf) nella figura seguente, nell’ipotes di L=10:

X (coN

Adesso calcoliamo la DFT di x(n), estendendola ad un numero N, per il momento generico, di
campioni: abbiamo che

. k, 0
K k Smg%ﬁ“ jopkLt
fo=—® W, =2p— B® X(k=— = e N2
N N . e ko
sncp—+
e Ng
dove ovviamente k=0,...,N-1.
Il tipo di descrizione offerta da X(k) viene a dipendere strettamente dal valore di N. Una situazione
assolutamente particolare, in questo caso, si ottiene scegliendo N=L (cioé prendendo in frequenza lo

stesso numero di campioni di cui disponiamo nel tempo): si ottiene, infatti che
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) k 0o
sancp—N
X(K) = P 7 - sinlkp) szl
. e ko . e ko
sncp— =+ sncp— =
gpNﬂ gpNﬂ

Per qualsiasi valore di k>0, la quantita sin(kp) € nulla, per cui risulta anche nullo X(k); per k=0,
invece, anche il denominatore di quella frazione risulta nullo, il che indica una forma indeterminata:
applicando il teoremadi L’Hopital, si ricava facilmente che X (k=0)=L.

Quindi, prendendo N=L, si ottiene che

x(o=|- K70
0 k=12,..,L-1

Si ottiene cioe uno spettro identicamente nullo tranne nell’ origine, dove vale L. || motivo di questo
risulta é evidente se si osserva I’andamento del modulo e della fase di X(f): entrambi sono infatti nulli
proprio nelle pulsazioni w,=2pk/N in cui abbiamo effettuato il campionamento, tranne la pulsazione
Wo=0, nella quale X(w)=0.

In realta, pero, il fatto che X(k) sia venuta =0 per tutti i punti tranne che in k=0 non costituisce un
problema dal punto di vista analitico: infatti, e facile verificare che, calcolando la IDFT (con L
campioni) di X(k), si ottiene proprio x(n).

D’altra parte, se € vero che la DFT ad L campioni risulta sufficiente per rappresentare la sequenza
x(n) nel dominio delle frequenze, & anche vero che essa non fornisce un sufficiente dettaglio per una
buona rappresentazione grafica delle caratteristiche spettrali di x(n): infatti, noi visualizziamo
semplicemente un impulso, di area L, centrato in O, mentre invece abbiamo visto che |’andamento di
X(f), in modulo é fase, € ben piu complicato. Ha senso allora chiedersi come si possa rimediare a
guesto inconveniente.

L’ unico modo a nostra disposizione e chiaramente quello di aumentare il numero N di campioni,
rendendolo maggiore di L (tanto quanto basta ad ottenere una buona rappresentazione grafica dello
spettro).

Questa operazione di aumentare il numero di campioni in frequenza e assolutamente equivalente ad
un’ altra operazione: supponiamo di voler comunque ottenere un numero N di campioni in frequenza
pari a numero L di campioni nel tempo; se disponiamo, inizialmente, di un numero fisso L di
campioni nel tempo, I’unico modo di aumentarli, senza modificare il contenuto informativo, & quello
di aggiungere altri campioni fittizi, che dovranno essere tutti nulli. In altre parole, data la sequenza
x(n) di partenza, composta da L campioni, la alunghiamo inserendo un certo numero di O:

x(n)

oo oo >
\ , N
zero padding

Questo metodo prende il nome di zero padding. A questo punto, possiamo usare un numMero
N=L di campioni in frequenza maggiore di prima, il che ci consente di descrivere con maggiore
dettaglio lo spettro. Ad esempio, nella figura seguente viene riportata la X(k), in termini di modulo e
fase, nel caso di N=L=50 campioni:
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N=50

) ves E, LTrhIh%JhMngq
| : B

I THT 1 1t atte olte 102 2110 Tm I - }

Aumentando ancora il numero di campioni, prendendo N=100, si ottiene quanto segue:

IX("’L”T")J o)

Bl |

L] N=100

MWI&MM&MM«%«WWM

OSSERVAZIONE: NUMERO DI CAMPIONI NEL TEMPO ED IN FREQUENZA

Sulla scorta di quanto visto nell’ ultimo esempio, € opportuno approfondire ulteriormente il legame
esistente tra il numero di campioni di cui € composta la sequenza x(n) di partenza ed il numero di
campioni di cui € composta la corrispondente DFT.

A tal proposito, consideriamo la formula della IDFT, nell’ipotesi che |la DFT sia stata costruita
usando N campioni:

j2pn£
X(k)e N n=0,1,...,N-1

Qoz

x(n) = 1

1
N

=
1l

Come abbiamo avuto modo di vedere in precedenza, questa formula contiene in sé una ipotesi
implicita: infatti, a rigore, essa consente di risalire, da X(k), non alla sequenza x(n) di partenza,
guanto a questa sequenza periodicizzata:

N-1 oon K
g(n)=%é X(K)e n=01,..,N-1
k=0

o(n) = & x(n-mN)

m=-¥

Allora, il fatto di porre a primo membro direttamente x(n) presuppone che la periodicizzazione di
x(n) non presenti aliasing, ossia che x(n) sia di durata limitata e che il passo di campionamento in
frequenza Df sia stato scelto opportunamente.

In definitiva, la I DFT, a rigore, consente di ricostruire solo g(n)
partendo dai canpioni dello spettro X(f) della sequenza x(n); se
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g(n) €& una ripetizione periodica non aliasata di x(n), allora la
| DFT consente, di fatto, di ricostruire x(n) a partire da X(k).

Consideriamo dunque la sequenza x(n), supponendo che sia di durata limitata. Questo significa che
tale sequenza & costituita da un numero finito di campioni®: lo indichiamo con L. Come si & visto in
precedenza, non siamo obbligati a prendere, anche in frequenza, 1o stesso numero L di campioni; al
contrario, possiamo prendere un numero generico N di campioni in frequenza, a patto pero di
rispettare un vincolo fondamentale: infatti, se I'intervallo di campionamento é fissato, il humero di
campioni determina il passo di campionamento Df e questo, come detto, determina il passo con cui
viene effettuata la periodicizzazione di x(n):

gn) = & x(n-mN)

m=-¥

Per evitare I'aliasing, € necessario scegliere . Ce ne possiamo rendere conto con un
semplice esempio, rappresentato nella figura seguente:

N =L

NI

Il ldl

N

La sequenza x(n) di partenza e di durata limitata L (I’ultimo campione € quello numerato con L-1,
cui segue il primo campione nullo della sequenza) ed é indicata nella figura in lato; scegliendo un
numero N di campioni, in frequenza, maggiore di L, otteniamo la sequenza periodica indicata nella
figura centrale: & evidente che tale sequenza non presenta aliasing tra le varie ripetizioni di x(n), per
cui la replica centrale pud essere tranquillamente isolata. Lo stesso, invece, non accade quando
prendiamo N<L (figura in basso): in questo caso, la periodicizzazione di x(n) crea sovrapposizione
parziale trale varie repliche (aliasing), il che impedisce laricostruzione.

Quindi, mentre nel primo caso (N>L), la IDFT consente di ricostruire x(n), nel secondo caso
(N<L), la IDFT consente di ricostruire solo g(n), che & una ripetizione periodica aliasata di x(n). Il
caso limite & ovviamente quello in cui N=L, nel qua caso le repliche di x(n) sono perfettamente
affiancate, ma comunque separabili una dall’ altra.

La conclusione del discorso € dunque la seguente: | o spettro di un segnale
aperiodico tenmpo-discreto di durata finita L pu0 essere esattanente
ricostruito dai canpioni del suo spettro, presi nelle frequenze
equi spaziate fy=k/ N, solo se N°L.

® Tale numero & dunque la lunghezza della sequenza
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C’é anche un altro punto di vista dal quale osservare questa questione. Supponiamo di avere a
disposizione una sequenza x(n) lunga L campioni (da 0 ad L-1). Ne vogliamo calcolare |la DFT basata
su N campioni, con N>L. Applicando allora la classica definizione, otteniamo

. -j2pn—
X(k)=g x(n)e N k=01,...N-1

n=0

La sommatoria € ovviamente estesa a numero L di campioni temporali di cui disponiamo. Ci
chiediamo che cosa succede se, al posto di calcolare la DFT direttamente di x(n), calcoliamo la DFT
della sequenza ottenuta da x(n) aggiungendo tanti campioni nulli (zero padding), in coda, quanti ne
Servono per avere un numero totale N di campioni:

x(n)

L campioni

L B o o g
\ , N
zero padding
aggiuntadi
N-L campioni nulli

Descrizione del metodo dello “ zero padding” nel caso in cui x(n) sia frutto del campionamento di un
rettangolo: agli L campioni ottenuti dal campionamento vengono aggiunti, in coda, N-L campioni nulli,
in modo da ottenere un numero N di campioni pari a quelli che si intende usare in frequenza

Dal punto di vista dell’informazione posseduta dal segnale, non € cambiato assolutamente nulla
rispetto alla sequenza originale, il che significa, in parole povere, che é rimasto identico lo spettro
X(f) della sequenza. Al contrario, I’ aver aggiunto dei campioni (sia pure nulli) consente un calcolo piu
preciso della DFT basata su N campioni, che s traduce, all’atto pratico, in una migliore
visualizzazione dello spettro. L’esempio considerato prima era rappresentativo proprio di questi
concetti.

Sulla base di queste considerazioni, diventa facile risolvere il problema inverso: supponiamo di
partire, questa volta, dalla DFT di una sequenza x(n) e la indichiamo con X(k); supponiamo inoltre
che tale DFT sia lunga N campioni; vogliamo calcolare la IDFT di X(k), sapendo che la sequenza
risultante x(n) € lunga L campioni. Scriveremo ovviamente che

x(n) =

Z|~

Gl j2pn£
a X(ke N n=01,..,L-1
k=0

il che implica che x(n) risulteraidenticamente nulla per n=L,L+1,....,N-1.

PRINCIPALI PROPRIETA DELLA DFT

Le proprieta di cui gode la DFT sono assolutamente analoghe a quelle della trasformata di Fourier
per segnali discreti e per segnali continui. Esistono d'altra parte anche delle alte proprieta, come
guella della convoluzione circolare, che differenziano profondamente la DFT dalle altre trasformate.
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Linearita

Consideriamo due segnali discreti periodici x(nT) e y(nT) e indichiamo con X(kF) e Y(kF) le
rispettive DFT. Si pud dimostrare facilmente che la DFT del segnale

z(nT) =ax(nT) + by(nT)

e semplicemente data da
Z(kF) = axX(kF) + bY (kF)

Quindi, la DFT di una sequenza z(n) ottenuta come combinazione lineare di atre due sequenze e
pari alla combinazione lineare, con gli stessi coefficienti, delle singole DFT.

Traslazione nel tempo

Consideriamo il generico segnale s(nT) discreto e la sua trasformata di Fourier S(kF);
consideriamo inoltre il nuovo segnale z(nT) = g(nT- n,T) ottenuto traslando s(nT) nei tempi di una
quantita ngT multipla del periodo di campionamento.

Si puo dimostrare che la DFT del nuovo segnale z(nT) e

Mo

Z(kP) = S(kPe "M

Traslazione in frequenza

Sia sempre s(nT) un generico segnale discreto con DFT S(kF). Consideriamo inoltre la funzione
Z(kF) = S(kF- K,F). si pud dimostrare che essa rappresentala DFT del segnale

Ko

ni
pN

2(nT) = (e

Simmetria circolare di una sequenza

Consideriamo una sequenza x(n) di durata finita e indichiamo con L la sua lunghezza (per cui e
composta da L campioni, numerati da 0 ad L-1). Ne possiamo calcolare |la DFT basata su un numero
N3 L di campioni, ottenendo percio un vettore X (k) ad N elementi. Abbiamo visto che questo vettore
X(k) é equivalente alla DFT di una sequenza periodica xy(t), di periodo N, ottenuta periodicizzando
nei tempi la sequenza x(n). Possiamo esprimere tale sequenza periodica nella semplice forma

¥
o] .
X, (n) =a x(n-iN)

i=-¥

Adesso supponiamo di shiftare la sequenza periodica xy(n) di k unita verso destra. Otteniamo una
sequenza X’ »(n) ancora periodica, che possiamo esprimere facilmente nel modo seguente:

X' (n) =x,(n- K) :g x(n- k- iN)

i=-¥
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Trasformata di Fourier discreta (parte I)

In questa nuova sequenza possiamo isolare i campioni contenuti nel primo periodo, che va sempre
dal campione di posizione O a quello di posizione N-1:

ix' (n OENEN-1
X'(n):%xp( ) ) )
10 atrimenti

La caratteristica di questa nuova sequenza x’ (n) € evidente: essa € ottenuta dalla sequenza x(n) di
partenza tramite uno shift circolare. La figura seguente mostra nel dettaglio i passaggi che abbiamo
appena effettuato, nel caso semplice di una sequenza lunga N=4 campioni e di uno shift k=2:

hd
X(n) e
e
! >
012 3 n
° ° ° ° °
e e e e e
Xp(N) e e e | e e
RERSRREARRE ARRE RERE
I >
-8-7-6-5-4-3-2-10 12 34567 891011 n
° . ] ] °
e e e e
M2 Te Te Te_ Te Te
EERGEEL SRRE EREE SEEE
N A A TN U (N O T S O S T N N N S I O O >
-10-9-8-7-6-5-4-3-2-101234567 89 n
°
. e
x'(n) °_
 ®
[ >
012 3 n

Partendo da x(n), il primo passo €& la periodicizzazione, in modo da ottenere x,(n); il secondo passo
consiste nello shiftare i campioni di xy(n) verso sinistra di 1 posizione e di shiftare la numerazione
degli stessi campioni verso destradi 1 posizione; infine, I’ ultimo passo consiste nell’isolare i campioni
numerati da0 a 3.

Esiste una simbologia convenzionale per rappresentare uno shift circolare di una sequenza:

X(N) I TS RN IO x'(n) = x((n - K)),

La quantita k indica il numero di campioni per lo shift, mentre la quantita N indica la lunghezza
della sequenza x(n) di partenza. Si assume, ovviamente, che la direzione predefinita di shift sia verso
destra, il che significa che uno shift verso sinistra sara indicato con x((n+k))n.

Nel caso dellafigura precedente, in cui N=4 e k=2, si ha quanto segue:

1X(0) =x((- 2), =X(2)

I
_ A (= (. o1 s | XD =XED) =X
XM =0 X® X@) x@)WO XM =x((- D HO| oo

x'(3) =x(®), =x@
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Ci sono dei casi in cui lo shift circolare appena descritto porta a dei risultati particolari. A questo
proposito, sussistono due definizioni, relative a sequenze di lunghezza finita N:

una sequenza x(n) é detta circolarmente pari se € simmetrica rispetto a punto O del circolo,
il che significa semplicemente che
x(n) =x(N- n) 1£n£N-1

una sequenza x(n) e detta circolarmente dispari se € antisimmetrica rispetto al punto O del
circolo, il che significa semplicemente che

x(n) =-x(N- n) 1£nE£N-1

Simmetria hilbertiana

Concentriamoci adesso su una delle proprieta piu importanti della DFT. Quando abbiamo
introdotto la trasformata “classica’ di Fourier di un segnale tempo-continuo, abbiamo detto che, seiil
segnale é reale, la sua trasformata gode della simmetria hilbertiana:

S(t) rede - BY® S(-1)=S (f)

In base a questa relazione, la generica componente spettrale a frequenza fx € pari a complesso
coniugato della componente a frequenza f.

Qualcosa di simile accade anche per la DFT.

Cominciamo con un discorso puramente analitico, partendo dalla definizione di DFT:

61 - j2n
Sk)=gs(nT.)e N k=01,..,N-1

n=0

Questa definizione ci dice, in pratica, come calcolare, dato il vettore di N campioni del segnale s(t),
il vettore di N campioni che costituisce il campionamento di S(f):

S0 [ S(T0) [S2T0) | [ [S(N-DTo) | %%e | o) | 21,9 25 0] | .. gN-1; 0
%] %] %]

C
eN e

Supponiamo adesso di voler calcolare il vettore S(k) a partire dall’ ultimo campione e andando via
via verso sinistra: cio significa, semplicemente, calcolare S(N-k) con k=1,2,....7. Non ha ovviamente
senso considerare k=0, in quanto i campioni di cui disponiamo nel vettore sono fino a quello di ordine
N-1. Non solo, ma non siamo in grado di dire, per il momento, qual € I'ultimo valore di k da
considerare. Lo vedremo piu avanti.

Per calcolare il generico campione S(N-k), ci basta applicare |la definizione di DFT:

N-1 CiopnNK o N-1 Sjzpn j2pnX
SIN-K) =g s(nT)e N =3 s(nT)e  Ne

n=0

. K
> j2pn—

n— 1 . j2
Y =a snT)e e N
=0 n=0

>
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Trasformata di Fourier discreta (parte I)

Il generico termine e /" vale evidentemente 1 per qualsiasi valore di n: basta esprimere il termine
in notazione trigonometrica cos(2pn)-jsin(2pn) per verificare che la parte reale vale 1 mentre quella
immaginaria & nulla. Abbiamo dunque che

Gl j2pn£
SN-k)=g s(nT)e ™

n=0

. k . (- k)
. . . j2pn— -j2pn-—= .. . .
In questa relazione, possiamo anche scrivereche e N =e N, dacui risulta quindi che

12000

S(N- k)= a S(nTc)e TN =gk

n=0

La relazione S(N-k)=S(-k) rappresenta una importantissima proprieta della DFT, che
commenteremo meglio piu avanti. Proseguiamo invece il ragionamento.

j2 n£
Il generico termine s(nTc)eJ "N alinterno della sommatoria ha un’atra particolarita: se i

- i2pn—
campioni s(nT¢) sono reali (cioe se s(t) € reale), esso € il complesso coniugato di s(nTc)eJ "N In
altre parole, se s(nT¢) € una sequenza reale, possiamo scrivere che

N1 jopnk N1 O a5t j2 nEIQ'* .
SIN-k)=a s(nT)e M =a S(nTc)é NI =Cgs(nTe Vi =S(K
n=0 n=0 g n=0 g

Abbiamo cioé concluso che, per una sequenza reale, la DFT gode della proprieta per cui

S(N- k) =S(-K) =S (k)

Consideriamo adesso in particolare la proprieta per cui, a prescindere dal fatto che s(t) siareae o

meno, risulta [S(N - k) =S(- k)|, per k =1,2,.....2.

Ricordiamoci di come si perviene alla DFT: dato il segnale s(t) tempo-continuo di partenza, 10 si
campiona, ottenendo uno spettro periodico Sc(f), e si campiona tale spettro periodico in un assegnato
periodo, ottenendo appunto la sequenza S(k). In effetti, essendo Sc(f) periodico (di periodo fc=1/Tc,
dove T¢ €il passo di campionamento nei tempi), abbiamo la piu totale liberta di scelta del periodo in
cui campionare, dato che il contenuto informativo si ripete ogni periodo. Come abbiamo visto, si
sceglie il cosiddetto periodo base, che vada-1/2Tc a 1/2T¢(*).

Il problema e, pero, che la definizione di DFT non include tutti i campioni relativi a tale periodo,
ma quelli relativi al periodo chevadaOal/Tc:

o1 -j2p
Sk)=q s(nT.)e N k=01,..N-1

n=0

9 Ricordiamo che il passo di campionamento in frequenza & Df=1/NTc ed i campioni presi sono in numero N, per cui I'intervallo
di campionamento e di ampiezza N- Df=1/Tc.
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Allora, & evidente che i primi campioni, quelli cioe relativi all’intervallo [0,1/2T¢] vanno bene,
mentre non sappiamo a cosa corrispondono i successivi campioni:

per Npai %@ | S(0) f%fc? 24 0 NI2¢ 0l o 22| 70| 72| 72
(%)

0
%) eN g

per Ndispari %@ | S0) | 1 Q| 24, Q|| EN-D/2¢ 0l oy 0| 0| 22| 70
eN "g| eN g e N a

Ce lo dice la proprieta per cui S(N- k) =S(- k): I'ultimo campione S(N-1) corrisponde a S(-1),

ossia al valore di S(f) nella frequenza -1/NTg; il penultimo campione S(N-2) corrisponde ad S(-2) e
cosi via per frequenze di modulo via via maggiore.

Dove ci dobbiamo fermare? Evidentemente, dato che abbiamo campionato solo nell’intervallo non
ambiguo, dovremo considerare solo i campioni relativi a questo intervallo.

— | >
-UTe 2T f

vettore S(k)

Costruzione del vettore della DFT nel caso si sia scelto un numero N pari di campioni nell’intervallo
di campionamento. La figura considera il caso di N=14 campioni: allora, nel vettore k), il primo
campione e relativo alla frequenza f=0; i successivi 6 campioni sono per le frequenze compresetra 0 e
la frequenza di Nyquist; I’8° campione corrisponde alla frequenza di Nyquist ed i campioni successivi
corrispondono alle frequenze negative, partendo da quella di modulo maggiore e andando via via verso
quelle di modulo minore.

Esplicitiamo ancora meglio il concetto. Prendendo i vari valori di k nell’espressione di S(k),
abbiamo il seguente vettore rappresentativo della DFT:

per N pari %#:® S0) el 0 @2 0 @N/2-10 aN/20 aN/2+10  aN-10
4 ) 5 e 5 I eeeny T
NT. 5 &aNT. ¢ NT. & &NT. ¢ NT. ¢ NT. ¢

c@d c@d c @ c@ c @ co

. el 02 0 HEN-1)/20 HN+1)/20 N - 10
er N dispari 3%:® S0), 5 Ty 5 T, T
oA O S0 T s T 5 NT. 5§ N 5%

@ z NT. g

Consideriamo il caso di N pari (cioe il caso rappresentato nell’ ultima figura):
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Trasformata di Fourier discreta (parte I)

perNpari %@ S0 S1) S - %13 N0 §\'+1_ -~ 8N-1)

e2g é2
f=0 f=1/ NTC f=2/ NT¢ - - - f=2
f:N/Z'l f:i f=2
NTc 2T¢

Il primo elemento del vettore € quello relativo alla continua (f=0). Seguono gli elementi relativi alle
frequenze positive. L’ elemento che si ottiene per k=N/2 é

a—:N/20 el 6 %! jopnl/2 g1 )
NT. LS £mas(ioe T =g sTo)e
c@g n=0 n=0

e sl tratta quindi del valore di S(f) nella frequenza di Nyquist 1/2Tc.

Gli elementi che s ottengono per k superiore ad N/2 corrispondono, in base alla relazione
S(N - k) =S- k), ale frequenze negative, prima quelle di modulo maggiore e poi via via quelle di
modulo minore:

per Npari %@ §0)  Sl)  S2) .. %13 %B %+1B f\uza s(N- 1)

f=0 f=UNTe  f=2/NTc N/2-1 1 N/2-1 N/2-2
f= f= f= f=

f=-1/NT.

NT; T2t NT: T ONT.

C’'é qualche problema per quanto riguarda I’elemento corrispondente alla frequenza di Nyquist
(k=N/2), del quale non possiamo calcolare il valore corretto per evidenti problemi di simmetria.
D’altra parte, tale campione non serve poi a molto: se, quando abbiamo campionato nel tempo,
abbiamo rispettato il teorema del campionamento ed abbiamo scelto fc sufficientemente pit grande
della banda B del segnale, in fc/2 non c’é segnale, per cui possiamo sicuramente porre il campione a
0; se invece non abbiamo rispettato il campionamento, allora in corrispondenza di fc/2 abbiamo
sicuramente un problema di aliasing, per cui il campione diventa non significativo e possiamo
nuovamente porlo a 0.

Nel caso di N dispari, € ovvio che questi problemi scompaiono, in quanto non disponiamo del
termine relativo alla frequenza di Nyquist:

. . 1¢ +16 +30
per Ndispari #:® S0) 1) 2 .. 29 %” Q 30 gN-2)
- - - e 2 g € 2 g €2 g -
f=0  f=lU/NT; f=2/NT. f:(rxi-l)/z f:_(f\l-l)/z f:_(N-B)/Z f=-1/NT,
NT¢ NT¢ NT¢

Graficamente, abbiamo quanto segue:
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A

- 1/TC - 1/2T o 1/TC

vettore S(k)

Costruzione del vettore della DFT nel caso si sia scelto un numero N dispari di campioni
nell’intervallo di campionamento. La figura considera il caso di N=13 campioni: il primo campione e
relativo alla frequenza f=0; i successivi 6 campioni sono per le frequenze comprese tra O e la frequenza
di Nyquist (esclusa); i successivi 6 campioni sono per le frequenze negative, partendo da quella di
modulo maggiore e andando via via verso quelle di modulo minore.

OSSERVAZIONE

Consideriamo un generico sistema tempo-continuo caratterizzato da una funzione di risposta
all’impulso h(t) e dalla corrispondente trasformata H(f). Volendo condurre uno studio di questo
sistema mediante un calcolatore, dobbiamo passare dal mondo tempo-continuo al mondo tempo-
discreto. Possiamo discretizzare sia i tempi, campionando h(t) per passare ad h(n), sia le frequenze,
campionando H(f) e passando ad H(k) oppure direttamente applicando la DFT ad h(n). C'é allora da
porre attenzione ad alcune cose.

Supponiamo di voler discretizzare le frequenze partendo da H(f) e campionandola. Scegliamo il
solito passo di campionamento Df=fc/N=1/NTc, dove T¢ € il passo di campionamento che intendiamo
usare poi nei tempi. Campionare H(f) significa periodicizzare h(t):

campionamento antitrasformata + +¥
H(f) %949 9%:® H(K) %%595%%4® h(t) = a ha? - E“ a h(t- nNT,) = § h(t)d(t- nNT,)
g

n=-¥ n=-¥

Ad esempio, se H(f) €l filtro passa-basso ideale, per cui h(t) e del tipo sin(t)/t, la funzione he(t)
un sin(t)/t periodicizzato a passo NTc.

Nei tempi, siamo ancora nel dominio del continuo. Al contrario, a noi interessa una
rappresentazione campionata anche nei tempi, per cui dobbiamo adesso compiere due operazioni:
essendo hc(t) periodico, dobbiamo scegliere un qualsiasi periodo, troncare il segnale su tale e
campionare (a passo T¢):

campionamento

he(t) % Y5995® h_(t) %% 9PY3® h_(nT,)

E’ ovvio che, se scegliamo il periodo base (corrispondente cioe ad n=0 nella sommatoria di prima),
lafinestratura ci da proprio h(t).

L’ operazione di finestratura equivale, in frequenza, a convolvere lo spettro di he(t) con la
trasformata del rettangolo di finestratura, cioé con sin(f)/f. Ma lo spettro di hc(t) sappiamo essere
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H(k), cioe una sequenza finita di impulsi. La convoluzione va allora a posizionare i sin(f)/f a cavallo
di tali impulsi e poi a sommare. Schematicamente, abbiamo infatti che

y . N
he (t) % ¥59595® h.(t) = h.(t) Wectgae L O yimmee H_(f) = H(yr SN - § Sn( - nbh)
NT. f neo (f - nDf)

Lo spettro che otteniamo dalla finestratura € chiaramente continuo e, tra I’ altro, di banda infinita,
dato che il sin(f)/f & a banda infinita. Il successivo campionamento interviene a periodicizzare tale
spettro, determinando un inevitabile errore di aliasing.

Lo scopo di questo discorso € ancora una volta quello di evidenziare che, | avor ando con un

numero finito di canpioni, sia nel tenpo sia in frequenza, non
possianmp esinmerci dall’errore di alias. L unica cosa che possiano
fare e scegliere il passo di canpionanento (nel tenpo ed in
frequenza, dato che i due passi sono |egati wunivocanente) in nodo

opport uno: tale modo opportuno consiste chiaramente nel fare in modo che la sovrapposizione dei
Seni Cardinali coinvolga le code di piu basso valore, in modo da avere contributi trascurabili.
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