Teorla del Segnalli

LLa Convoluzione
(esercizi)

parte prima



Si ricorda che la convoluzione tra due segnali x(t) e y(t) , reai o complessi, indicata
smbolicamente come;

Cxy(t) =x(1) = y(t)
e dataindifferentemente dalle due espressioni:
¥

(\}(t)y(t - bt

-¥

Cxy )

¥

Coylr) = (Y- ty(Oet
-¥

Dalaprimas passaalla seconda con un semplice cambiamento di variabili.

La convoluzione & un operatore lineare, come e facile dimostrare applicando la definizione, per
cui sey(t) = u(t) + v(t) s ha

Cxy(t) = x(t) = (u(t) + v(t)) = Cxu(t) + Cxu(t)

Questa proprieta € molto utile per semplificare il calcolo di convoluzioni di segnali
decomponibili nellasommadi segnali piu semplici.

E' anche facile dimostrare che se e notalaCyy(t), laconvoluzionetrax(t-t o) ey(t - t) vale
ny(t -t 0 tl) Infatti:

¥ ¥
Cyy@) = (‘)(t-to)y(r-tﬂl)dt: é(t)y(r- t+tg+t)dt= Cyylr- to-ty)
-¥ -¥

Per calcolare una convoluzione nel dominio del tempo bisogna allora eseguire le seguenti
operazioni in successione:

1) Invertire I'asse di rappresentazione di uno dei due segnali [Si passa cioe dax(t) ax( -t)
oppure day(t) ay(-t)];

2) sul segnaleil cui asse € stato invertito operare una traslazione che e negativa quando
avviene verso sinistra e positiva quando avviene verso destra;

3) calcolareil prodotto trail segnale tradato e l'altro non tradato;

4) calcolare I'area del prodotto.



Esercizion.1
Calcolarelaconvoluzionetrai segndi :

X(t) = A rect , (t - D1/2)

e
y(t) = B rect ,(t - D2/2)

essendo D1 piu piccolo di D2.
| due segnali sono riportati nellafigural.l
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Fig.1.1

Come sopra ricordato, la prima operazione dafare € quella di invertire I'asse di uno del due
segnali, ad esempio x(t) (Fig.1.2).

A X(-t)

/ y(t)

-D1 D2

Fig.1.2

Successivamente si deve traslare x (-t); € evidente che traslazioni negative, cioe verso sinistra,
fanno s che non vi siano intervali di tempo in cui i due segnali x (t -t) e y(t) siano
contemporaneamente presenti; questo implica cheil loro prodotto € sempre nullo e quindi per

t minore di zero Cyy(t) € sempre nulla



Lafigura 1.3 mostrala situazione esistente per traslazioni positive e minori di D1.
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Fig.1.3

Gli estremi di integrazione dell'integrale di convoluzione saranno alora 0 et e pertanto s
scrivera

t
ny(t):f ABdt =ABt

0

La convoluzione cresce linearmente raggiungendo pert = D1 il valore ABDL1.

Per t compreso tra D1 e D2 si puo facilmente osservare come il valore della convoluzione
rimanga costante; infatti, indipendentemente dal valore di t, la durata della sovrapposizione dei
due segndli rettangolari rimane D1 e pertanto il valore della convoluzione € ABDL.

Successivamente per traslazioni compresetraD2 e (D2 + D1) s redlizza la situazione descrittain
fig. 1.4.

D2
In questo caso si scrivera Cyy(t) :f ABdt =AB(D2 +D1-t)
t- D1

Per valori di t ancora maggiori s redlizza nuovamente la situazione iniziale di segnali non
sovrapposti e quindi la convoluzione é nulla.
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Fig.1.4
In definitivas ha

Cxy(t)=0 pert £0epert > (D1 + D2)
Cxy(t) =ABt per 0<t £D1

Cxy(t) =ABD1 per D1 <t £ D2

Cxy(t) = AB (D2 + D1- t)

L’ andamento della convoluzione eriportato nellafig.1.5

per D2 <t £ (D1 + D2)

Si puo osservare, e questo vale in generale, che l'intervallo di tempo in cui la convoluzione &
diversadaO e pari alasommadegli intervalli in cui sono diversi da0i segnali convoluti.
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Fig.1.5

D1+ D2 t

Si dice che l'impulso di fig.1.5 hauna durata D2 in quanto convenzionalmente Si assume come
durata di un impulso il tempo che passatra l'istante in cui, nel tempo di salita, si raggiunge un



valore che eil 50% di quello finale e quello, nel tempo di discesa, in cui si raggiunge |0 stesso

valore. Il tempo di salitae quello di discesa sono in questo caso entrambi uguali aD1.
Un segnale aformatrapezoidale si ottiene come convoluzione di due segnali rettangolari, di cui

uno dura quanto il tempo di salita (D1) e il secondo ha una durata uguale a quella dello stesso
impulso trapezoidale (D2).

Nel caso particolarein cui incui D1 siauguale a D2 (si indicacon Dil vaore comune), il
trapezio degenerain un triangolo di base 2D e altezza ABD ; la durata convenzionale - come
sopradefinita- e ancoraD (fig.1.6).
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Fig.1.6

Simbolicamente questo segnale si indica come ABDtri (t -D), essendo tri(t) un segnale
triangolare di ampiezza unitaria e centrato nell'origine.



Esercizion.2

Calcolarelaconvoluzionetrai segndi :

X(t) = (At/D1) rect 5, (t - D1/2)
e
y(t) = B rect ,(t - D2/2)

essendo D1 piu piccolo di D2.
| due segnali sono riportati nellafigura2.1
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Fig.2.1

Laprima operazione da fare € sempre quelladi invertire I'asse di uno dei due segnali, anche in
guesto caso x(t) (Fig.2.2).
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/ y(t)
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Fig.2.2

Successivamente s deve tradare x (-t); le traslazioni negative, anche in questo caso, fanno s che
non vi siano intervalli di tempo in cui i due segnali x (t -t) e y(t) siano contemporaneamente
presenti; allorail loro prodotto € nullo e quindi per t minore di zero Cyy(t) € sempre nulla.
Lafigura 2.3 mostrala situazione esistente per traslazioni positive e minori di D1.
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Fig.2.3

Laregionein cui entrambi i segnali non sono nulli € quellacompresatraOe t. Gli estremi di
integrazione dell'integrale di convoluzione saranno alloraO et:

t
cxy(t)zf 1 AB(t - t)dt
D1

0

Per risolvere facilmente questo integrale si puo osservare che non é altro se non l'areadi un

triangolo di base t e altezza ABt/ D1; |a sua area pertanto vale ABt2/2D1 e questo & allorail
valore della convoluzione nell'intervallo di tempo in esame.

La convoluzione cresce in modo parabolico raggiungendo per t = D1 il valore ABD1/2.

Anche adesso per t compreso tra D1 e D2 si puo facilmente osservare come il valore della
convoluzione rimanga costante; infatti, indipendentemente dal valore di t, la durata ddla
sovrapposizione dei due segnali rettangolari rimane D1(fig.2.4) e pertanto il valore ddla
convoluzione @ ABD1/2.
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Fig.2.4



Successivamente per traslazioni compresetraD2 e (D2 + D1) s redlizza la situazione descrittain
fig. 2.5.
In questo caso S scrivera:

D2
ny(t):f 1 AB(t - t)dt
t-D1 D1

y(®)
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Fig.2.5

Si puo osservare che, in questo caso , il calcolo dell'integrale di convoluzione coincide con il
cacolo dell'area del trapezio rettangolo di dtezza (D2 + D1- t), base maggiore AB e base

minore AB(t - D2)/D1 (per calcolare tale valore bastaricorrere allasimilitudine dei triangoli).
Alloral'integrale di convoluzione vale:

Cxy(t) =AB(D2 + D1- t)[(t - D2)/D1+1]/2 = AB[D1? - (t - D2)?]/2D1
Laconvoluzione assumeil valore ABD1/2 pert =D2 evaleOpert = D1 + D2.
Per valori di t ancora maggiori s redlizza nuovamente la situazione inizide di segnali non

sovrapposti e quindi 1a convoluzione é nulla.
In definitivas ha

Cxy(t)=0 pert £EO0epert > (D1 + D2)
Cxy(t) = ABt%/2D1 per 0<t £D1

Cxy(t) =ABD1/2 per D1 <t £ D2

Cxy(t) = AB[D1? - (t - D2)?)/2D1 per D2 <t £ (D1 + D2)

Tae andamento é riportato nellafig.2.6
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Fig.2.6

Si puo ancora osservare che I'intervallo di tempo in cui la convoluzione e diversada 0 durala
sommadegli intervalli in cui sono diversi da0i segnali convoluti.
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Esercizion.3

Calcolarelaconvoluzionetrai segndi :
x)= Aedttoy ()
—nsb(t-t
y)=Be Pty (1))

a, b sono due quantita positive con a>b. | due segnali sono riportati nellafig. 3.1.
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Fig.3.1

Come al solito bisogna invertire I'asse di uno dei due segnali primadi operare le traslazioni.
(fig.3.2).

A
X(-t)
y(t)
A
>
—19 5] t

Fig.3.2
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In questo caso € facile osservare come tradazioni negative conducono ad una convoluzione
nulla, ma questo risultato si ottiene anche per traslazioni positive einferiori at 5+t 4.In entrambi

i casi x(t - t) ey(t) non sono mai contemporaneamente diversi da 0.
Per valori di t maggiori di t 5+t 1 laconvoluzione non enulla(Fig.3.3).

X(t-1)

y(®)

-t t

1 -ttt t
Fig.3.3

e saradata dalla espressione:

-tot+ t
Cyy (1) :ABf e-b(t-tl) e at - t - to) dt
t

1

cheda
-tot t

cxy(t):ABeb“*a“O't)f e(@-Dt gt
t

1
equindi:
Cuy(t) =ABEP 1 & t>(al_b)(e(arb)(- o) o (@b)ty)

che puo essere modificato come:

Cuy(t) = % (bt tor to_ galt- to- t)

Nel casoin cui tO et 1fossero entrambi nulli si avrebbe il risultato:

Co(0)= A8 (6t - )
Si puo verificare come la presenzadei termini di ritardo t o€t q causaunatraslazionedit 5 +t 1

della convoluzione calcolata per ritardi nulli, come indicato nell'introduzione.
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Lafig.3.4 rappresentail risultato dellaconvoluzione per AB =8,a=2,b=1,tetq nulli.

Fig.3.4

Nel caso in cui i coefficienti ae b fossero traloro uguali le due precedenti formule, ponendo
semplicemente b = g, ci porterebbero aforme indeterminate.
Con normali operazioni di limite s ottiene:

Cuy(t) = AB (t- to- tye&t- o t)
€

Cyy(t) =ABted
Queste formule valgono per t >t 5+t 1 e > O rispettivamente essendo nullala convoluzione per
valori di tempo inferiori.

Lafig.3.5 rappresentail risultato della convoluzione nel caso a=b =1 e AB ancorauguale a 8.
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Fig.3.5
Esercizion.4
Calcolarelaconvoluzionetrai segnali :

X(t) = A rect ,(t - D/2)

y(t) = A [rect (t - 5D/2) - rect y(t - 7D/2)]

| due segnali sono riportati nellafigura4.1

A
XN )
e &

A

—

Fig.4.1

Per risolvere facilmente tale problema s puo ricorrere a quanto indicato nell'introduzione circala
linearita dell'operazione convoluzione.

Allora:

X(t) = y(t) = A rect p(t - D/2) = A [rect 5(t - 5D/2) - rect p(t - 7D/2)] =
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= A2 {rect p(t - D/2)  rect y(t - 5D/2) + rect (t - D/2) « rect (t - 7D/2)}

Dall'esercizio 1 possiamo ricavare |'espressione della convoluzione tra due rettangoli che da

rect p(t ) rect p(t) = Dtrip(t )
Tenendo conto dellaregola di tradazione s ottiene allorain conclusione:
Cyy(t) = A2 { Dtripy(t - 3D) - Dtripy(t - 4D)}
Lafig.4.2illustra Cyy(t).

A X+ y()

A%D

2D

-AD

Fig.4.2
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Esercizion.5
Calcolarelaconvoluzionetrai segndi :

X(t) =trect 5(t - Di2)
y(t) = (D - 1) rect 5(t - D/2)

| due segnali sono riportati nellafigura5.1

A x(
D _________
D t
A0
D
D t
Fig.5.1

Anche orae facile osservare che per t minore di zero Cyy(t) € sempre nulla.
Per O £t <D s halastuazione descrittain figura5.2.

X(t)

Fig.5.2
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S hadlora

t
Cyy(t) = f t (D-t +1) dt =

0
= - ﬁ+ﬁ: ﬁ_ﬁ
(Dt)Z 3 D2 6

Per D £t < 2D s hainvece lasituazione descrittain figura 5.3.

D _________ [
x|
y(t -t)
t
>
_D+t D t
Fig.5.3
e laconvoluzione diventa:
D 2D -t
ny(t):f t (D-t +t) dt :f (x-D+t) xdx =
-D+t 0
3 2
_ (2D -t) i (2D -t)
=05 + (t-D) 5

Per valori di t superiori laconvoluzione tornaad essere nulla.
Si puo osservare che Cyy(D) vale D33 . I risultato della convoluzione & riportato nellafig.5.4
per D = 2.
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Fig.5.4
Esercizio n.6

Calcolarelaconvoluzionetrai segndi :

X(t) = A rect (t - DI2)
y(t) =cos(2p ft)

Applicando ladefinizione di convoluzione si puo scrivere:
+¥
Cyy(t) = Aj rect p(t - D/2) cos (2p f(t - 1)) dt
-¥
e quindi anche:

D 2p f(D-t)
Cyt)=A| cos@pf(t-t)dt=_A cos X dx =
2pf
0 -2p ft

= zﬁf {sn(2p f(D-t)) +sin(2p ft)]

Utilizzando note formule goniometriche s pud ancora scrivere:

=50 sin(2p fD)eos (2 p ft) +(1- cos (2p D)) sin@p ft)) =
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=_A_ Mcos2p ft +f)

20 f
con M =+/2-2cos(2 p fD) = 2 sin (p fD)
e
f =gl cos2pfD)-1 _ gL cos?(p fD) -sin®(p fD) - 1 _
sin(2p fD) 2sin (p fD)cos (p D)
_ . 2 .
- gl 2sin<(p fD) _ tg_1sm(p fD) —_pfD
2sin (p fD)cos (p fD) cos (p fD)

Si puo osservare come la convoluzione tra una sinusoide e un impulso rettangolare sia ancora
una sinusoide della stessa frequenza con ampiezza e fase modificate.
Questo e vero qualungue sialaforma del segnale x(t).

Esercizion.7
Cacolarelaconvoluzione trai segnali :

X(t) = A trig(t)

y(t)=d(t - q)
Per definizione la convoluzione &
¥
Cyy@) = (\)\tri b 8(x - t- )dt
-¥

Tenendo conto delle proprieta campionatrici dellafunzione di dirac S ottiene:
Cxy(t) = Atrip(t - Q)

L’impulso di Dirac ha*“trascinato” il segnale con cui € convoluto nel suo punto di applicazione.

Se eq nullo si pud osservare come la convoluzione del segnale con I’'impulso di dirac coincide
col segnale stesso.

X(t) = uy (t) = X(t)

Rispetto al’ operatore di convoluzione I'impulso di Dirac centrato rappresenta |’eemento
unitario.
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