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Il trasformatore ideale

INTRODUZIONE

Il trasformatore reale € un dispositivo biporta (o doppio bipolo) generalmente utilizzato per
variare opportunamente la tensione in uscita rispetto alla tensione in ingresso. Per studiare il
trasformatore reale si fa riferimento ad un suo modello astratto, che prende il nome di
“trasformatore ideale”:
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L’idealita di questo modello deriva dall’ adozione delle seguenti 3 ipotesi fondamentali:

non ci sono flussi dispersi;

non ci sono perdite (in particolare, non ci sono correnti parassite né perdite dovute ad
isteresi en inoltre i due avvolgimenti avranno resistenza nulla);

il materiale magnetico e costituito da una permeabilita minfinita.
Sulla base di queste ipotesi di fondo, € possibile ritenere quanto segue:
in primo luogo, le linee di flusso del campo magnetico generato dalle correnti nei due

avvolgimenti sono tutte contenute all’interno della struttura;

in secondo luogo, il campo magnetico e costante lungo ogni cammino chiuso scelto all’interno
della struttura;

infine, non essendoci flussi diversi, il flusso | del campo magnetico risultante, attraverso una
generica sezione S del trasformatore ideale, € ideale sezione per sezione.

Queste tre approssimazioni consentono di scrivere che i flussi concatenati rispettivamente al

primo ed a secondo avvolgimento sono

=N1J

iF,
| .
TF5 =Ny

Tenendo inoltre presente che i due avvolgimenti presentano resistenza nulla (il che comporta che

non ci siano cadute di tensione su di essi), possiamo anche scrivere che

i dF di
V. =—L1=N, —
I Yot Ut
: dF j
v, = 2 =N,
(R 2 dt

Facendo il rapporto membro a membro tra queste due equazioni si ricava evidentemente che

Vl_Nl

Ve, N,

N . . . .
Ponendo allora n:N—l (rapporto di trasformazione o anche rapporto spire), possiamo
2

concludere che sussiste |la relazione

V
1
=n
\% 2
Questa relazione dice dunque che il valore della tensione in ingresso é

|l egata al valore della tensione in uscita dall’elenmento nmediante il
rapporto di trasformzione.
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Questo rapporto di trasformazione dipende dal numero di spire che costituiscono i due
avvolgimenti: e chiaro che n puo essere >1 0 <1 a seconda di quale avvolgimenti conti piu spire.

CARATTERISTICA DEL TRASFORMATORE IDEALE

La relazione —~=n & una delle due eguazioni che costituiscono la caratteristica del
2

trasformatore. E’' possibile trovare anche una seconda equazione che lega le due correnti di porta.
Applicando il teorema di Ampere ad un cammino medio C di lunghezza L, otteniamo

oH-di =N, +N,l,
C

dove N; eil numero di spire facenti parte del 1° avvolgimento e N, quello del secondo avvolgimento
el el, lerispettive correnti.

Dato che il campo magnetico H & un vettore parallelo al vettore dI, il prodotto scalare all’interno
dell’integrale € pari al prodotto dei moduli: si ha dungue che

oHdl =N I, +N,I,
C
Il campo magnetico é costante sezione per sezione, per cui puo essere portato fuori dall’ integrale:

Heyll = NI, +N,l,
C

L’ integrale rimanente € chiaramente pari alla lunghezza della circonferenza, per cui si ha
HL=N,I, +N,I,

Moltiplicando e dividendo il primo membro per la quantita n5, dove m e la permeabilita
magnetica mentre S e la sezione trasversal e dell’ elemento, otteniamo

n—';SHms= N,I, +N,I,

~ L . . . .
Ponendo adesso A = s ="riluttanza magnetica", possiamo scrivere che

AHNMB=N,,+N,I,

Ma, avendo detto che n=¥ per il trasformatore ideale, la riluttanza magnetica risulta nulla, per
cui
N,I;+N,I, =0
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Da questarelazione si ricava che
I 1 —
I 2

S

— N2
Nl

Questa e |’ atra equazione che cercavamo, per cui possiamo concludere che la caratteristica del
trasformatore ideale € |a seguente:

V,=nV,

!
I

In forma matriciale, queste due equazioni diventano

> (Dy
<
o

1

d.

Questa relazione matriciale costituisce la rappresentazione ibrida 1 di un resistore biporta: cio
significa che il trasfornatore ideale pu0 essere considerato conme un
particolare resistore biporta.

Facciamo inoltre osservare che €& possibile trovare, del trasformatore ideale, sia la
rappresentazione ibrida 2 sia le due rappresentazioni trasmissione 1 e trasmissione 2, mentre non
esistono la rappresentazione controllata in corrente né quella controllatain tensione.

Il simbolo circuitale con cui si indicail trasformatore ideale e il seguente:

_é0 nid,
&n

€

Iy n:1 <
+ | +
Vi 1 2 Vs
: -

Lasimbologia“n : 1" indicala proporzione
n:1=1YV YV,

che rappresenta evidentemente larelazione V, = nV,.

PROPRIETA DEL TRASFORMATORE IDEALE

Il trasformatore ideale gode di una serie di importanti proprieta.
In primo luogo, é facile verificare che il trasfornmatore ideale € un elenento
non energetico (ossia trasparente alla potenza). Infatti, si hache

PO = P2 (8)+ P2 0 = v, (014 (0 v, (01, () = v, 1,0+ §72 V- i, () = 0

4
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La seconda proprieta € la seguente: col |l egando alla porta di uscita un
resistore di resistenza R, |a porta di ingresso si conporta cone un

resistore di resistenza n’R Infatti, si hache
V, (1) = v, (1) = Vg (1) = NRi (1) = NR(- (1)) = nR(ni (1)) = n*Ri, (1)

vi(t) _
i,(1)

L’ ultima proprieta e infine la seguente: col | egando alla porta di ingresso un
resistore di resistenza R, |a porta di wuscita si conporta cone un

resistore di resistenza R/ n? Infatti, si hache

dacui si deduce che laresistenza di ingresso ¢ —~> =n’R

V(t) Ve(t) _ Rig(t) _ R(-i,(1) _ Ri, (1) _
n n n n n

v, (1) =

e z(t)

v _R
i, (1) n2

dacui I'impedenza di uscitavale ——~

Osservazione
Supponiamo di avere un generico circuito e di poterlo schematizzare come nella figura seguente:

Iy n:1 I,
<—G
+ +
rete v @ v rete
1
N1 2 N>
= —_

Si osserva, cioe, la presenza di due distinte reti monoporta, indicate genericamente con N; ed N, e
contenenti elementi qualsiasi, collegate tra di loro mediante un trasformatore ideale. In una
situazione di questo tipo, seil rapporto di trasformazione € n=1, il trasformatore pud evidentemente
essere eliminato, in quanto il circuito é del tutto equivalente al seguente:

Il |2
+ +
rete v v rete
N]_ 1 2 N2
5
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L’equivalenza si capisce immediatamente se si considera cosa diventa la caratteristica di
funzionamento del trasformatore quando n=1: si hainfatti che tale caratteristica é

ed essa appunto equivale all’ assenza del trasformatore.
Fisicamente, i trasformatori aventi rapporto di trasformazione pari ad 1 vengono impiegati a fine
di separare, appunto fisicamente, parti di circuiti che si vuole tenere staccate.

Modello di Ebers-Moll per un BJT

Il modello di Ebers-Moll € un modello matematico del BJT, ossia un insieme di equazioni (tre
per la precisione) che servono a caratterizzare il comportamento elettrico di questo dispositivo. In
particolare, questo modello risponde ai seguenti requisiti:

in primo luogo, € valido per un qualsiasi BJT, sia esso di tipo n-p-n sia esso di tipo p-n-p;

in secondo luogo, € valido per qualsiasi condizione di polarizzazione;

in terzo luogo, € un modello matematico per grandi segnali, nel senso che si puo applicare in
presenza di segnali di qualsiasi ampiezza;

infine, € un modello che tiene conto solamente dell’ effetto transistore, per cui rientra nella classe
dei modelli del primo ordine, con i quali € possibile condurre una analisi solo approssimata (ma
comungque corretta) del dispositivo.

Il punto di partenza, per arrivare alle equazioni finali, € quello di considerare che le correnti di
emettitore e di collettore, per un BJT, sono entrambe frutto della somma di due componenti dovute
alle due omogiunzioni di cui si compone il BJT. In tal senso, € possibile pensare a ciascuna di queste
correnti come somma di due contributi, ciascuno dei quali dovuto appunto ad una omogiunzione.
Partendo da questo principio, si trovano due equazioni che forniscono appunto i valori della corrente
di collettore e di quella di emettitore:

aVee

.:.IE:_ IEO ekT _1i+ aRICO &ékT _1:
i 1- aag g l-aag :
I

.. qV, A qVv,

: I :aF—lEOE% a 1%_ #g& a 1
’I‘ 1' aFaR g 1' aFaR g

In questa espressione, Ico € la corrente di collettore quando la giunzione base-collettore é
polarizzata inversamente e |’ emettitore € aperto, mentre lgo € la corrente di emettitore quando la
giunzione base-emettitore & polarizzata inversamente e il collettore € aperto. Inoltre a . = H e

E

guadagno di corrente in continua nella configurazione di base comune e in condizioni di
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polarizzazione in zona attiva diretta, mentre a, :ﬁ e il guadagno di corrente in continua nella
C
configurazione di base comune e in condizioni di polarizzazione in zona attiva inversa.

Generalmente, si pone

m
%]

- lCO
1- a;ag

O
(%)

— " ——r—r —

per cui le due equazioni che definiscono il modello diventano

i Mee 2N
ile =-lgce X - 1x+agl ce -1+
[ e a e %]
" 2N §  goec

— K - K - 1=
Ilc _aFIESQe -k |nge T 1:
i e a e %]

A queste equazioni potrebbe essere aggiunta una terza equazione che fornisca la corrente di base
Ig: basta infatti considerare che le tre correnti di un BJT, come di un qualsiasi elemento a tre
terminali, sono vincolate dallarelazione | . +1, +1. =0 imposta dalla LKC.

N.B. E' possibile dimostrare una importante relazione, relativa ai parametri che compaiono in queste
equazioni e nota come “condizione di reciprocita’:

aplegs =aglcs

Da un punto di vista fisico, questa relazione € giustificata dal fatto che i meccanismi di conduzione
della corrente, in corrispondenza delle due giunzioni di cui si compone il transistore, sono identici.
Vedremo in seguito, a proposito degli HBT, che questa condizione viene meno, proprio a causa del

fatto che, in quel tipo di transistor, la giunzione base-emettitore & una omogiunzione, mentre la
giunzione base-collettore & una eterogiunzione.

Inoltre, mentre le due equazioni di prima sono state espresse in funzione delle tensioni Vge e Vgc,
€ spesso opportuno sostituire la Vge con la Vce: per effettuare questo “cambio” € sufficiente
considerare che |[Vgc =Vge - Vel I motivo per cui facciamo questo & il seguente: la

configurazione circuitale maggiormente utilizzata nelle applicazioni del BJT é quella ad emettitore
comune:

B po— \—o<—lc
- + + .
portadi Vv v portadi
ingresso °F CE  uscita
A S |
7
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In tale configurazione, allora, la porta di ingresso € base-emettitore, caratterizzata dalla coppia
(VBE,IB), mentre la porta di uscita € la porta collettore-emettitore, caratterizzata dalla coppia

(VCE,IC): di conseguenza, esprimendo la Ic e la Ig in funzione di Vce e di Ve otteniamo

evidentemente la caratteristica di uscita Ic:f(VCE,VBE), la caratteristica di ingresso

| g :f(VBE,VCE) e latranscaratteristica | :f(VBE,VCE).

ed al variare del valore scelto per Vge.

N.B. Con lanotazione | . = f(VCE ,VBE) abbiamo inteso indicare le curve dellalc in funzione della Ve

CIRCUITO EQUIVALENTE DI EBERS-MOLL

Dal modello matematico di Ebers-Moll si puo arrivare al corrispondente modello circuitale.

Ponendo
edeE g
e =lgce ¥ - 1=
e 7]

aVec

I :Icsge?' I+
e

i
i
N (%]

le equazioni del modello vanno nellaforma

Y
7
~

l.=-1.+agl,

lc=al:-

Queste due equazioni, considerando le espressioni di I e di Ig, possono essere considerate come

quelle caratteristiche del seguente circuito:

LN el
AN v
E C
o— ———o0
<+—Ic
le—>
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Quindi, il modello circuitale di Ebers-Moll rappresenta il transistore n-p-n mediante due
diodi ideali ciascuno connesso, in parallelo, ad un generatore di corrente pilotato proprio
dalla corrente che scorre nel corrispondente diodo.

Possiamo anche capire a cosa corrispondono, da un punto di vista fisico, questi elementi circuitali.

Per esempio, cominciamo dal diodo attraversato dalla corrente Ig: in base alle posizioni fatte,
I’ espressione di questa corrente &

WVee I AVee
lo=lgce -lr=—F0 —ce ' -1+
e 1] 1'a|:a~Re a

Dato che la corrente g € la corrente di saturazione della giunzione base-emettitore e Vge la
tensione di polarizzazione di tale giunzione, si capisce come gquesto diodo tenga semplicemente
conto del contributo alla corrente fornito dalla giunzione base-emettitore.

In modo analogo, dato che

&qVBC o} lCO quBc o}
lx =1csGe “T -Ir=—""—ce S
e g l-a.age a

e chiaro che il secondo diodo tiene conto del contributo alla corrente fornita dalla giunzione base-
collettore.

Quindi, i due diodi che conpaiono nel circuito equivalente di Ebers-
Moll tengono conto del contributo dato alla corrente (sia in
pol ari zzazione diretta sia in polarizzazione inversa) dalle due
gi unzi oni .

Riguardo invece i due generatori pilotati, la presenza dei fattori ar e ar, che sono i guadagni di
corrente, in continua, nella configurazione di base comune, rispettivamente in ZAD e ZAl, indica che

tali generatori tengono in conto del fenonmeno del trasporto dei
portatori mnoritari di corrente attraverso |a base.

Quindi, riepilogando, dichiamo che il nodell o di Ebers-MlI| rappresenta il
transistore n-p-n, in condizioni di polarizzazione continua e
qual siasi, nediante due diodi ideali, che rappresentano |e due
giunzioni di cui si conpone il transistore, ciascuno connesso, in
parallelo, ad un generatore di corrente pilotato proprio dalla
corrente che scorre nel corrispondente diodo; tali generatori

tengono in conto del fenoneno di trasporto dei portatori mnoritari
attraverso | a base.

Modello di Ebers-Moll per le varie condizioni di funzionamento

Il modello di Ebers-Moll € valido sia per qualsiasi tipo di transistore (cioé n-p-n 0 p-n-p) sia,
soprattutto, per qualsiasi condizione di polarizzazione del transistore. E' possibile tuttavia
semplificare il modello nel caso in cui si abbia una specifica condizione di funzionamento.

Quando il transistore e posto a funzionare in condizione di interdizione, ossia con entrambe le
giunzioni polarizzate inversamente, le tensione Vgeg € Vgc SOno entrambe negative e, in valore
assoluto, molto maggiori della tensioni termica: allora, noi possiamo certamente trascurare i termini
esponenziali che le contengono, ottenendo cosi che

:,IEZIES_aRICS
Tlc:'aFlEs'Hcs

9
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In base alla condizione di reciprocita a .l . = ayl s, quelle relazioni diventano

E (1' aF)IES (1' aR)ICS C
R e
le—p <+—Ic

B TIB

Sono cioé scomparsi i due diodi e sono rimasti dei generatori di corrente pilotati dalle correnti
inverse di saturazione e dipendenti anche dal trasporto degli elettroni nella base (data la presenza di
ar e ag): questo in perfetto accordo al fatto che, in condizioni di polarizzazione inversa per entrambe
le giunzioni, gli unici contributi significativi di corrente vengono dalle correnti inverse di
saturazione.

Passiamo alla condizione di saturazione: in questo caso, entrambe le giunzioni sono polarizzate

direttamente con tensioni Vgg € Vgc molto maggiori della tensione termica: in questa condizione,
possiamo riscrivere le equazioni del modello nellaforma

qVae qVac

I
0 ekT+ R" CO ekT

= | E

ile

i

i . B0

I 1- aag 1- aay

: a FI £o aVee o AVec
"IC =— " = e kT _ — = e kT
I

. 1- acag 1- aag

Facendo una serie di passaggi puramente matematici, da queste si ottiene il modello di Ebers-Moll
in condizioni di saturazione:

9Vec
lc=-1c8 X -agl;
qVee
le =-1e % -agle

? —— —

1
|

Infine, vediamo il modello circuitale di Ebers-Moll per il funzionamento in zona attiva diretta:
in questo caso, la tensione V¢ € negativa e maggiore, in valore assoluto, della tensione termica: di

conseguenza, possiamo eliminare il termine esponenziale che contiene tale tensione Vg e riscrivere
le due equazioni del modello nellaforma

1
Autore: Sandro Petrizzelli 0



Richiami vari

i qVee A
-,-|E=-—a%w 2. Brleo
i l1-aag e g l-a;ag
|

. qVv,

M - Bele B 0, oo
1 1- aa, é g 1l-a.a,

Componendo in modo opportuno e due equazioni, si ottiene facilmente che

lc =-agle +lg

Stadio ad emettitore comune

Consideriamo un classico stadio ad emettitore comune come quello della figura seguente:

Wi

Fr

/
Fg 0

W

Il nostro obbiettivo € quello di determinare la frequenza di taglio superiore di questo

circuito, intesa come la frequenza alla quale il guadagno di tensione A, (jw) :V—O(jw) scende di
Vv

S

3dB rispetto al valore (sempre in dB) che assume per w=0.
Per prima cosa, dobbiamo dunque calcolare A,, (jw), per cui consideriamo il circuito equivalente

per piccoli segnali di questo stadio, nel quale teniamo conto (dato che stiamo supponendo di lavorare
ad alta frequenza) delle capacita intrinseche del transistor:

11
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T s H s | Vo

T
EmVn &
— L
R T ' C 1 I \'\l/

5

=

Per comodita, e stato fatto |I'’equivalente di Norton del generatore forzante d’'ingresso e nella
resistenza R é statainclusalaresistenzaintrinseca di basery, che €in serie ad Rs.

Scrivendo le relazioni di equilibrio delle correnti ai due nodi del circuito, otteniamo quanto segue
(indichiamo le rispettive ammettenze del resistori con lalettera G) :

xd(vo - Vp)

dv
(1) vs>«c3-vp><(c;+gp)-Cp><d—ts+c:m 0
(2) -ngp+mew-VoxGL:O

Trasformando le due equazioni con la trasformata di Laplace e facendo qualche semplice
passaggio, si ottiene

Vo(S) G%gm - SCm)le_
Vs(s)

(8 G+g, +s{C, +C,+C,R, {g,, +g, +G)]+C,C,R, s’

Lafunzione di trasferimento ha evidentemente due poli, in quanto il denominatore e del 2° ordine;
dato che un’equazione di 2° grado con coefficienti positivi ha le soluzioni a parte reale negativa,
deduciamo che il sistema presenta due poli a parte reale negativa. Inoltre il sistema presenta uno zero

reale positivo I :
C

m

Lafunzione di trasferimento e strutturalmente esprimibile allora nella forma seguente:

Y

_ e Zg

_AVO .. ..
? s0 s 0

plb pZﬂ

La costante Ay definisce il guadagno statico , che pud essere ottenuto ponendo s=0 nella
funzione di trasferimento :

A(s)

12
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r :_bORL:_ bR,

Avo :AV(O):'ngL .
R+r, R+r, Rg+r, +r,

Il sistema risulta essere asintoticamente stabile e pertanto si pud applicare il teorema di
risposta armonica, in base al quale la funzione di risposta armonica si ottiene dalla funzione di

trasferimento con la semplice sostituzione di s con jw:

_Iwg
e Zg
2 jwo jwo

& 0 5% b

Il modulo della funzione di risposta armonica ci fornisce il guadagno in tensione del circuito al
variare della frequenza. | due poli del circuito si valutano risolvendo I’ equazione caratteristica del
sistema, ottenibile uguagliando a zero il denominatore di Ay (S):

Av(jW):Avo

C.C,R.s*+){C, +C,+C,R, Ag,, +g, +G)|+G+g, =0
Si tratta di una equazione di 2° grado, le cui soluzioni risultano essere

|p2|@1 P SR S
R,C, RC, RC, C

p

1

1
P @ , =
Cp +Cm xg(1+ngL)+7L
e

ceNnC

dove abbiamo posto R =R//r,.
Lafrequenza di taglio puo essere determinata imponendo che il modulo della funzione di risposta

armonica sia uguale a A:’/g ) Questa operazione, pero, anche in un caso semplice come questo Si
rivela in realta inutile, poiché, in genere, per i circuiti si pud assumere I'ipotesi di sistema a polo
dominante e quindi si hache w, @pl| dove p; €il polo afrequenza piu piccola

In questo caso |’'ipotesi di sistema a polo dom nante e anpi anente
verificata: infatti, considerando che ci si trova a frequenze molto piu basse di quella di

transizione del transistor, si hache w<<w; @Q_m , dacui derivache
p

wC, <<g,
Moltiplicando allora ambo i membri di questa disuguaglianza per wC_R, si ottiene
w?C,C,R, <<wC,R g,

Confrontando con le espressioni della funzione di trasferimento e della risposta armonica,
deduciamo che puo essere trascurato il termine di 2° grado:

13
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Vo (s) @ GAg,, - C,)R, |
V(s) ~ G+g, +s3{C, +C,+C,R, {g,, +g, +G)
Lo zero z:g—m di questa funzione si trova a di la della frequenza di transizione del BJT, che
vale notoriamente w, = In , per cui si tratta di uno zero fuori banda che possiamo trascurare
p m

(numericamente, il termine C,{gm corrispondente a tale zero & dell’ ordine di 10™*"), in modo da porre
lafunzione di trasferimento nella seguente forma approssimata:

VO(S)@_ i GngL .
v (S) G+gp+s>{cp+cm+CmRL ><(gm-'-gp-'-ca)J

S

La corrispondente funzione di risposta armonica € quindi

<

m

Vo GonR.
Vg (JW)@ G +gp + JW>{CP +Cm +CmR|— ><gm +gp +G)]

Questa funzione approssima molto bene quella esatta, ben oltre la frequenza del suo unico polo.
Tale polo, in base all’ espressione appena ricavata, € dunque

_ G+gp
C,+C,1+R, Hg, +9, +G)|

p:

Il risultato ottenuto e del tutto analogo a quello che si € ottenuto senza |’ approssimazione di polo
dominante, per cui concludiamo che |w, =|p||

L’ approssi mazione a polo dom nante pud essere in genere fatta,
senza commettere un grosso errore, quando il 2° polo dista dal 1° di

al meno una decade. Incaso contrario si possono ottenere errori non tollerabili.

Effetto Miller sulla capacita Cp,

Lo stadio ad emettitore comune suggerisce una notevole applicazione del teorema di Miller. Se

applichiamo alla capacita C,il teorema di Miller, otteniamo il seguente circuito, equivalente a quello
di partenza:

—
—

Cull-k] N
f

=
bl
5
——1—%
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dove abbiamo indicato con k il guadagno in tensione tra i due nodi a cui € collegata la capacita Cp,
nel circuito di partenza.
Consideriamo adesso il seguente teorema sulle reti elettriche:

“Dato un circuito costituito da N parti tra di |oro sconnesse (N
pudo anche essere uguale ad 1), se per ognuna di esse viene scelta
una porta e a quella porta viene valutata |’'amettenza (passivando
tutti i generatori indipendenti), allora tutte le frequenze che

soddi sf ano questa condi zi one sono frequenze naturali del circuito”?!

E’ importante evidenziare che e opportuno applicare questo teorema quando la singola parte di
circuito per la quale si annulla I’ammettenza ha ordine pari ad uno, altrimenti ci si ritrova a dover
fare molti conti e quindi il teorema non risulta di alcuna utilita. Diciamo, quindi, che il teorema
risulta utile se si e capaci, con delle operazioni di equivalenza e/o con delle ragionevoli
approssimazioni, di sconnettere dal circuito parti di ordine pari ad uno: annullando |I’ammettenza in
guella parte, si ottiene lafrequenza di un polo del circuito.

In pratica, questo e cio che viene fatto con il teorema di Miller applicato al circuito ad emettitore
comune e quindi i due poli si possono valutare facilmente. Il problema e che il coefficiente k dipende
dalla frequenza, poiché rappresenta il guadagno in tensione tra i nodi a cui é collegata C,, Per
calcolare |’ espressione esatta di k, bisognerebbe risolvere il circuito (ma questo € proprio quello che
sl vuole evitare) e comunque, valutando i poli, si otterrebbero delle espressioni in funzione di k (e
quindi di s) e quindi in realtd non si determinerebbero i poli del circuito. Tuttavia, nel caso
particolare della determinazione della frequenza di taglio wy, Se supponiamo k costante e pari al
valore a centro banda, otteniamo, applicando il teorema di Miller, un circuito equivalente a quello di
partenza fino alla sua frequenza di taglio. Pertanto, possi ano cal colare | a frequenza
di taglio del nuovo circuito e assunere con buona approssi mazi one
che essa sia anche la frequenza di taglio del circuito di partenza.
Questa operazione prende il nome di approssimazione di Miller (e s tratta di una
approssimazione a polo dominante).

Oltre a semplificare notevolmente la ricerca della frequenza di taglio, |’ approssimazione di Miller
offre una spiegazione significativa di come il limite della risposta in frequenza dei transistor in
configurazione di emettitore comune non venga dalla C,, ma bensi dalla C, che in genere riporta in
ingresso una capacita nettamente maggiore della C, (questo prende il nome di effetto Miller).

Adottando dunque I’ approssimazione di Miller, si ottengono i seguenti poli:

1 B _ 1 )
RFoAC rC-wl=o P2 6, v el KR
1 ak- 106 1
— +5xC, X =2=0 = =-
R, +s m"g K o P2 c aé('lng

dove k =-g,R, eil guadagno a centro banda trai nodi di base e di collettore ai quali &€ connessa la

Cm

Tra questi due poli, sara quello a frequenza piu bassa ad essere
in comune con il circuito di partenza, nmentre per quello a frequenza
piu alta |’equivalenza con |’ approssinmazione di MIller non €& piu

! La dimostrazione del teorema pud essere intuita constatando che in un circuito privo di generatori forzanti I’ unica soluzione non
banale é data dalla risposta naturale del circuito.
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val ida (per cui esso non da al cuna indicazi one). D’altraparte, il nostro scopo
e trovare wy, per cui, a patto che il secondo polo non sia interagente col primo, ci basta trovare
quest’ ultimo.

Evidenziamo, a questo punto, che |’ effetto Miller non € sempre un effetto indesiderato: infatti, in
alcuni casi, collocando una capacita fra due nodi dove esiste un guadagno in tensione elevato e
invertente, si pud simulare una capacita nettamente maggiore di quella che viene utilizzata (il caso
piu frequente lo si ha con la compensazione interna degli amplificatori).

Osservazioni

Il circuito che si ottiene con il teorema di Miller & perfettamente equivalente a quello di
partenza, ma esso ha I'inconveniente di dipendere da un rapporto di tensioni. Da cid segue che
ha senso applicare il teorema solo nei casi in cui il coefficiente k € costante e cioé quando si ha
un unico ingresso sinusoidale. Se cambia la frequenza del generatore forzante, cambiano i valori
delle reattanze.

Inoltre, il circuito di Miller non pud essere utilizzato per valutare la resistenza d’ uscita, poiché
questo essenzialmente comporta uno spostamento del generatore forzante e in genere un
cambiamento del coefficiente k. Quindi, fatto I’ equivalente di Miller, il nuovo circuito che si
ottiene puo essere utilizzato solo per |I'analisi di funzioni di trasferimento in avanti (forward).
Infine, se si utilizza |’ approssi mazi one di MIler, Si deve
aggiungere, a tutto cido che e stato detto finora, che il nuovo
circuito é& equivalente a quello di partenza solo fino alla
frequenza di taglio. Questo giustifica la perdita dello zero di trasmissione che nel
circuito di partenza era presente.

Stadio a base comune

Lo schema circuitale di un classico stadio a base comune é riportato nella figura seguente:

Vce
Rc
Vo
Rs
Vi
VEe

Uno stadio a base comune presenta notoriamente una bassa impedenza di ingresso (che vale 1/gn,

a centro banda), un’altra impedenza di uscita (quella di uno specchio di Widlar) e un guadagno di

corrente prossimo all’unita (€ un inseguitore di corrente). Esso presenta una banda passante

particolarmente estesa, per cui trova ampio utilizzo nelle applicazioni a larga banda e in quelle dove

e richiesta una bassa impedenza di ingresso. Altre applicazioni sono come stadi di uscita ad alta
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tensione e come traslatori di livello di tensione, come per esempio accade nell’amplificatore
operazionale mA-741.

Nella figura seguente € mostrato il circuito equivalente per piccoli segnali di uno stadio a base
comune, nel quale vengono incluse ovviamente le capacita intrinseche, che determinano il
comportamento in alta frequenza:

I 4& ,

S ::Cp Q . Vo

L’ impedenza di ingresso € la stessa dello stadio inseguitore di emettitore: essavale

x
:rb+ . +g1+gm > :RE
1+strp 1+strp &

Si tratta di una impedenza piccola alle basse frequenze, mentre, per frequenze piu elevate e per
correnti di polarizzazione del collettore di centinaia di mA, essa diventa induttiva per la presenza
dellaresistenza intrinseca di base r, (che perd abbiamo trascurato nellafigura di prima).

Per quanto riguarda, invece, I’impedenza di uscita, essa puo essere approssi mativamente stimata,
a bassa frequenza, con boro ed € percio molto grande. Alle alte frequenze, invece, essa riceve un
contributo notevole dalla capacita Cr, e manifesta percido un comportamento capacitivo.

Al fine di individuare il guadagno di tensione in funzione della frequenza, conviene ridisegnare il
circuito equivalente in modo piu opportuno; con opportuni passaggi sul circuito (tra cui la
rappresentazione dell’ ingresso mediante un generatore ideale di corrente, al posto del generare reale
di tensione usato prima) della figura precedente, si giunge a quest’ altro circuito:

+

| Rc
l Pl — G - Vo
+ J_ngp C

1L

Questo circuito & estremamente semplice da analizzare. La tensione di uscita vo(s) €
semplicemente dovuta alla corrente gmvp(S) che fluisce nel paralelo tra Rc e C, come anche
tensione vy(s) & dovuta alla corrente di ingresso iin(s) che fluisce nel parallelo tra 1/gm e Cp.
Prendendo come corrente di uscita io(S) la corrente che scorre nella resistenza Rc e trascurando la
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capacita Cy, (che non € in questo caso soggetta ad effetto Miller), si ottiene, per il guadagno di
corrente, la seguente espressione:

b,
A (=10 - 1*b
| iin(S) 1+S&
O

. . . . b
Questa espressione mostra che il guadagno di corrente dello stadio a base comune vale ﬁ a
0

bassa frequenza (cioé praticamente 1) ed ha un polo reale negativo p =- ?:—m =-w, ad unafrequenza

prossima alla frequenza di transizione del transistor, che vale notoriamente w; :CngC' Cio

P m

significa, in modo analogo a quanto accade per |o stadio inseguitore di emettitore, chel o st adi o
a base conune é un anplificatore (non invertente) a | arga banda.

Circuiti RLC risonanti

RISONANZA SERIE

Consideriamo un semplice monoporta costituito da un collegamento in serie tra un resistore, un
induttore ed un condensatore:

C R :
4 MVWRO%I(D
+
L v(t)

o

Supponiamo di alimentare il circuito mediante una tensione sinusoidale di ampiezza costante e
pulsazione w: avremo percio una forma d’onda del tipo v(t) =V,, cos(wt) (dove ovviamente stiamo

. . . — V
assumendo ay=0) cui & associato il fasore V = —2(0°.

J2
Ci chiediamo, allora, come varia la corrente i(t) assorbita dal carico al variare della pulsazione w
dell’ alimentazione.
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Per prima cosa determiniamo il fasore | associato ala corrente i(t) e I’angolo di sfasamento j ,
che saranno ovviamente entrambi funzioni di w: per un circuito RLC di questo tipo, I’'impedenza
d’ingresso vale

z=R+ jgae\m_ (16
wC@

ed essa lega corrente e tensione mediante larelazione V =zl . Abbiamo allora facilmente che

wL 1
\Y; \Y; . i
|(W):;: = J(W):arCtg—\NC
\/R2+§VL- 1o
e wC g

Analizziamo nel dettaglio le espressioni ottenute, cominciando dalla corrente.
La prima cosa che risulta evidente € che esiste un valore della pulsazione w che annulla la

. . . . 1 .
reattanza all’impedenza, ossia che annullail termine wL - wC Si tratta precisamente del valore

W, =

Bl
@)

che prendeil nome di “pulsazione di risonanza”.

Il motivo del termine “risonanza” sara chiaro tra un attimo. Per il momento, ci basta sottolineare
che, se alinmentiam un circuito RLC serie nediante una alinentazione
con pul sazione pari a w, , il circuito si conmporta senplicenente
come un circuito resistivo, ossia cone se né |’induttore né il
condensatore fossero presenti.

Dire che il circuito si comporta come un circuito resistivo equivale fondamentalmente a dire 3
Ccose:

z=R (la reattanza all'impedenza € nulla)
] =0 (tensione e corrente sono in fase)
I=V/R (la corrente assume il suo valore massimo)

Oltre a questo, si osservano anche altre due cose a proposito del valore assunto dal valore efficace
della corrente i(t) in funzione di w: si hainfatti che

sew=0 ® [(0)=0 ew®¥ ® I(¥)®0

Sulla base di questi risultati, possiamo tracciare un grafico del valore efficace della corrente 1(w)
in funzione di w:
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I(w) 5

Wy

(in ascisse e stata usata una scala lineare per w).
Si osserva, dunque, come il valore efficace della corrente parta dal valore nullo in corrispondenza

di w=0 (che corrisponde ad alimentare il circuito con una tensione continua), per crescere verso il
valore di picco V/R , che si ottiene in corrispondenza di wp, € quindi decrescere nuovamente verso il
valore nullo per w® ¥.

I discorso non € molto diverso per quanto riguarda I’angolo di sfasamento j , il cui andamento

grafico e fatto nel modo seguente:

P
2

circuito circuito
ohmico-capacitivo ohmico-induttivo

Il grafico parte dal valore -p/2 per w=0; cresce fino a raggiungere il valore O in corrispondenza
della pulsazione di risonanza, in accordo al fatto che, in questa condizione, il circuito é resistivo e
quindi corrente e tensione sono in fase (ossia appunto j =0); infine cresce ancora, tendendo in modo
esponenziale al valore +p/2 a crescere di w. Quindi, | " angol o di sfasanento e una
funzi one crescente di w e si annulla in condizioni di risonanza.

Nel primo tratto, dove I’angolo €& negativo, il circuito si comporta dunque come un circuito
ohmico-capacitivo, in quanto la reattanza capacitiva prevale su quella induttiva;, quando I’ angolo di
sfasamento si annulla, si comporta da circuito solo ohmico; infine, nel tratto in cui |I’angolo di
sfasamento e positivo, il circuito risulta essere ohmico-induttivo, in quanto la reattanza induttiva

prevale questa volta su quella capacitiva.
Questo fatto puod essere visto in un diagrammain cui riportiamo, sempre al variare di w, i valori di

Xc,XLeX:XL- XC:
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A
‘XC :i XL =wL
wC
X=X -Xc
|
Wy W

Il grafico mostra chiaramente che, prima di w,, la reattanza capacitiva € maggiore di quella
induttiva, per cui la reattanza complessiva & negativa, mentre, dopo w,, accade il contrario, per cui
X epositiva. In w, le due reattanze sono identiche e quindi la reattanza complessiva X si annulla.

Fattore di qualita serie

Consideriamo sempre il circuito RLC serie esaminato prima e supponiamo che esso venga
alimentato da una tensione avente pulsazione pari alla pulsazione di risonanza wp. Abbiamo visto
che, in queste condizioni, I'impedenza del circuito vale semplicemente R (cioe il circuito si

. . . . stV
comporta in modo puramente resistivo) e che il fasore associato alla correntei(t) € | = E<O° :

Questa e anche la corrente che scorre nel condensatore e nell’induttore, per cui possiamo
calcolarci i fasori delle rispettive tensioni:

w,VL

Ve=2l= - 90° V, =z1= 90°
© e WORC> - R )
Tenendo conto che w, = %C le due tensioni risultano essere
v - VL - -V [L
V. =2 =— /=) 90° V, =z =—.]=)90°
C C R C> L L R C>
Si osserva cioé che, in condizioni di risonanza, |le tensioni sul
condensatore e sull’induttore risultano essere in opposizione di

fase (cioe sfasate di 180°), mm con valori efficaci uguali.

In altre parole, in condizioni di risonanza serie, latensione di alimentazione si ritrova interamente
ai | della resistenza, mentre le tensioni ai capi del condensatore e dell’induttore sono uguali ed in
opposizione di fase.

Prende allora il nome di “fattore di qualita serie” il rapporto tra il valore efficace della
tensione al capi del condensatore (o dell’induttore in base a quanto appena visto) e la tensione di
alimentazione, quando il circuito € in condizioni di risonanza:
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Q:L:&:i\/z
\ V R\VC

L’ importanza ingegneristica di questo fattore Q € notevole e pud essere spiegata nel modo
seguente: dato sempre il circuito RLC serie visto prima, supponiamo di alimentarlo con una tensione
sinusoidale avente valore efficace di 220V e frequenza angolare w=wp; in base a quanto visto prima,
la condizione di funzionamento del circuito (cioé la risonanza serie) € tale che ai capi della
resistenza si localizzi unatensione con valore efficace di 220 e che le tensioni ai capi di C ed L siano
uguali ed in opposizione di fase. Quanto vale il valore efficace della tensione al capi di questi
elementi? In base a come abbiamo definito Q, essa vale V, =V, =QV, ossia e pari a 220V

moltiplicato per il fattore di qualita serie; &€ importante allora conoscere il valore di Q: per esempio,
supponiamo che i valori di R,L e C siano tali che risulti Q=10; in questo caso, condensatore e
induttore hanno ai loro capi unatensione di valore efficace pari a 2200V e, presumibilmente, si tratta
di un valore che distrugge entrambi gli elementi.

Considerando che Q é inversamente proporzionale ad R e che, nella maggior parte dei circuiti, Si
tende a rendere R quanto piu piccola e possibile, &€ chiara |I'importanza che assume Q: dovendo
decidere come alimentare il circuito, bisogna stare attenti alla pulsazione w ed a valore di Q, in
guanto, se la pulsazione € vicina o addirittura uguale a quella di risonanza e se Q € elevato, € molto
probabile che le tensioni ai capi di C ed L siano tali di distruggere il circuito stesso.

D’altra parte, € anche possibile fare un discorso inverso a quello appena esposto: considerato
sempre |0 stesso circuito, supponiamo che esso venga alimentato dal solito segnale sinusoidale
v(t) = V,, cos(wt) ; supponiamo anche che I’ampiezza Vy di questo segnale (o, cio che € lo stesso, il
suo valore efficace), sia particolarmente debole, per cui € nostra intenzione amplificarlo; per fare
guesto, possiamo sfruttare proprio il concetto di risonanza, in quanto abbiamo visto che quanto piu la
pulsazione di alimentazione si approssima alla pulsazione di risonanza, tanto piu la tensione che
possiamo raccogliere ai capi dellaresistenza R tende a crescere: considerando che law di ingresso é
fissa, I’ unica cosa che possiamo fare € quella di variare la pulsazione di risonanza wy del circuito in
modo che si avvicini quanto piu € possibile a w; ovviamente, per variare wp, dobbiamo variare il
valore di L o C; generalmente, si opera sul valore di C, che puo essere modificato utilizzando i
cosiddetti “condensatori a capacita variabile”, ottenibili tramite diodi a giunzione. Le variazioni di
C provocano ovviamente variazioni di Q e potremo scegliere quel valore di C (e quindi di wp e di Q)
che ci fornisce I’amplificazione voluta del segnale in ingresso.

RISONANZA PARALLELO

Nei paragrafi precedenti abbiamo esaminato cosa succede alla corrente di un circuito RLC serie
guando si fa variare la pulsazione w della tensione sinusoidale di alimentazione. Qualcosa di simile
vogliamo vedere adesso a proposito di un circuito monoporta costituito da un collegamento in
parallelo di un induttore di induttanza L ed un condensatore di capacita C:
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Supponiamo di alimentare il collegamento mediante una tensione sinusoidale, la cui forma d’ onda
sia V(t) = V,, cos(wt) . Sappiamo ormai bene che la risposta del monoporta e una corrente in ingresso
del tipo I(t) =1,, cos(wt- j ), dove j e ancora una volta |’angolo di sfasamento, ossia I’argomento
dell’impedenza totale del circuito considerato.

Cosi come abbiamo fatto per la risonanza serie, vogliamo esaminare |’andamento della corrente
i(t) a variare della pulsazione w con cui alimentiamo il circuito. E' abbastanza intuitivo
comprendere come il ragionamento che ci accingiamo a fare sia semplicemente il “duale” di quello
fatto per la risonanza serie.

Sappiamo intanto che corrente e tensione sono legate dalla legge 1 =Vy, dove y & |I’ammettenza
del circuito (pari a reciproco dell’impedenza). Tale ammettenza, per un collegamento in parallelo, &
la somma delle ammettenze: |e singole ammettenze sono

jo=to Lo 1 g =L = jwc
oz jwL owL ° 2
per cui I’ammettenza global e (detta anche “ammettenza di porta”) e y = jgaewC- ﬁ%

Allora, la corrente € semplicemente

& 106
I(w) = VEwC- —=
(w) g i

Questa funzione nella variabile w ammette un minimo in corrispondenza del valore di w tale che

1
wiL - i =0, e s tratta evidentemente del valore |W, = —|. Questo valore della pulsazione w
wC vLC

prende il nome di “pulsazione di anti-risonanza”: I’uso del prefisso “anti” deriva dal fatto che,
mentre, nella risonanza serie, la corrente che si ottiene per w=wp, & la massima possibile, nella
risonanza parallelo (o “antirisonanza”) esso e nulla, ossia assume il valore minimo: I1(w,) =0

Naturalmente, mentre € nulla la corrente in ingresso, non sono certamente nulle le correnti che
attraversano i due elementi: si hainfatti che

- . =1 _ - |C N — [c_ -
|L=VyL=-VJW—OL=-VJ\E |c:Vyc:VJWOC=VJ\/E:-IL

Come era prevedibile, si tratta di corrente uguali ed opposte, che & la condizione necessaria
affinché la corrente complessiva sia nulla (come imposto dalla LKC). In pratica, alimentando il
circuito con una tensione sinusoidale di pulsazione pari alla pulsazione di antirisonanza wp , Si
realizza un *“oscillatore puro”: la corrente risulta ingabbiata tra il
condensatore e | induttore.

Naturalmente, cio e possibile solo ritenendo ideali I'induttore ed il condensatore e, soprattutto,
guando mancano elementi dissipativi. Al contrario, nella realta, |'induttore e il condensatore
presentano una certa dissipazione di potenza: per tenere conto di questa dissipazione e vedere come
cambiano le cose, possiamo inserire in parallelo anche un resistore di ammettenza generica

Vg = 3 = G. L’ammettenza di porta diventa allora y=G+ jgewc- ﬁ%, e quindi la corrente, in

zR
termini di fasori,
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T=Vy= GV+j§ewC- ﬁ%v

Per una pulsazione pari a wp, |la parte immaginaria si annulla e otteniamo percio | = GV . Quindi,
anche in condizioni di anti-risonanza, la corrente in ingresso al circuito non e piu nulla. Le correnti
nell’ induttore e nel condensatore continuano ad essere le stesse di prima, ossia uguali ed opposte, per
Ccui € come se tuttala corrente in ingresso passi per il resistore e dissipi energia.

Possiamo cioé dire che, anche in presenza di fenoneni dissipativi, e
real mente possibile realizzare un fenonmeno periodico nel parallelo
tra condensatore e induttore. Tuttavia, mentre nel caso ideale questo era possibile
senza alcun apporto energetico dall’ esterno, nel caso reale € necessario fornire energia dall’ esterno,
proprio in modo da compensare gli effetti dissipativi sul resistore.

Fattore di qualita parallelo

Cosi come, nel caso del circuito RLC serie, in condizioni di risonanza, avevamo la tensione sul
condensatore e quella sull’induttore con valori efficaci uguali, ma in opposizione di fase, abbiamo
poco fa' visto che lo stesso accade nel circuito RLC parallelo, in condizioni di antirisonanza, per
guanto riguarda le correnti nel condensatore e nell’induttore:

T e = 1 —. |C T T — |C _ -
IL:VyL:'VJH:'VJ\/E Ic:Vyc:VJWoC=VJ\/E:' L
0

Prende allora il nome di “fattore di qualita parallelo” il rapporto tra la corrente nel
condensatore (o dell’induttore in base a quanto appena visto) e la corrente in ingresso al circuito,
qguando il circuito € in condizioni di anti-risonanza:

E’ immediato verificare che questo fattore di qualita parallelo € pari esattamente al reciproco del
fattore di qualita serie trovato prima.
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