


Appunti di “Teoria dei Segnali” - Capitolo 3

Caratteristiche e proprieta dell’impulso di Dirac

DEFINIZIONE

Vogliamo adesso studiare le principali proprieta della funzione denominata impulso di Dirac:
essa viene convenzionalmente indicata con il simbolo “d(t)” e pud essere vista come un rettangolo,
di area unitaria, con base che tende a 0 e altezza che tende a +¥. Vediamo nel dettaglio questo
concetto.

Consideriamo il segnale rappresentato in figura:

| |
| | » 1
-T/2 +T/2

: . . . t : :
Sappiamo ormai bene che si tratta della funzione S(t) = Arect? che spesso viene anche chiamata

impulso di durata finita (o anche impulso rettangolare) proprio in contrapposizione a quello
che stiamo per dire. A livello analitico, s(t) e ottenibile come somma di due opportuni gradini:

qt) = Au§+gg- Augf- 19

29

Per A generico, quel segnale ha area pari ad AT. Evidentemente, perché esso abbia area unitaria,
deve essere A=1/T, ossial’ espressione analitica del segnale deve essere

B —cC o
qt) = = rectg_l_a

-T/2 +T/2

E’ anche evidente che, per T® O, I’area del segnale rimane invariata e pari ad 1: la base tende a
zero e |’ altezza tende all’ infinito.
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Allora, si definisce rigorosamente impulso di Dirac il segnale

d(t) = lim-= rectZ0 - |imé13%a§+lg_ & I@u
T®0 T %Tﬂ Te0gT % 20 g 200,

cioé appunto il limite, per t® 0, dell’impulso di area unitaria e durata finita.
Solitamente, lo si indica graficamente nel modo seguente:

Ad(t)
A

p {

Ovviamente, questa figura e relativa a caso in cui I'impulso & applicato nell’istante t=0: se, al
contrario, esso fosse applicato in un istante tp diverso da O, allora il segnale sarebbe d(t-tp) e la
rappresentazione sarebbe

A
d(t- ty)

p |

lo

Vediamo qualche proprieta fondamentale di questo segnale (che & ovviamente ideale, in quanto e
impossibile realizzarlo dal punto di vistafisico).

1° PROPRIETA: AREA UNITARIA

Intanto, abbiamo detto che una delle proprieta fondamentali € quella di avere area unitaria: da un
punto di vista analitico, cio significache

+Ep|(t)dt =1

ed anche che

+¥
OHlt- t)dt=1 "t
-¥
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2° PROPRIETA: PROPRIETA DI SETACCIO

Un'altra proprieta & la seguente: consideriamo il segnale z(t) =d(t- t,)s(t) (dove s(t) & un
segnale generico) e facciamone I’ integrale tra-¥ e +¥:

+¥

SRt~ t,)s(t)c

-¥

Dato che il d(t-tp) vale, per definizione, sempre zero tranne che nell’istante t=ty, dove invece vale
1, eovvio che

(\}j(t' ty)s(t)dt = s(t,)

Questa proprieta prende il nome di proprieta di setaccio, nel senso che essa prende,
tra tutti i valori assunti da s(t) nel suo intervallo di definizione, solo quello relativo all'istante
di applicazione dell'impulso. E’ ovvio che un caso particolare si ha quando t,=0: in questo caso,
abbiamo che

OA(t)s(t)dt = S(0)

3° PROPRIETA: PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

Una immediata conseguenza della proprieta di setaccio ha a che fare con il prodotto di
convoluzione: infatti, dato sempre un segnale s(t) generico, il prodotto di convoluzione di questo
segnale per il d(t) vale per definizione

+¥
) *d(t) = gs(t)d(t- t)dt
-¥
Il segnale d(t) € una funzione chiaramente pari, per cui
d(t- t) =d(- (t- t)) =d(t - 1)

Sostituendo in quell’ integrale, abbiamo che
+¥
) *d(t) = gs(t)d(t - t)dt
-¥

Quell’integrale, in base alla proprieta di setaccio vista prima, vale s(t): quindi

s(t) *d(t) = S(1)

ossiala convoluzione di un segnale per I'impulso di Dirac & pari sempre al segnale stesso.
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In modo analogo, possiamo affermare che ogni segnale puo anche essere espresso come
convoluzione di se stesso per I'impulso unitario (non traslato).

Uso dell’'impulso di Dirac per la trasformata di
Fourier

TRASFORMATA DI FOURIER DELL’'IMPULSO DI DIRAC

Vediamo per prima cosa quanto vale la trasformata di Fourier dell’impulso di Dirac: applicando la
normal e definizione, abbiamo che

I(f) = +z‘)ll(t)e'j2pf‘dt

Sempre in base ala proprieta di setaccio, abbiamo che quell’integrale € pari a termine
esponenziale calcolato nel punto di applicazione dell’impulso, ossia t=0: quindi

1(f) = [e 2], =1

Quindi la trasformata di Fourier dell'impulso di Dirac vale 1.

E’ chiaro che, se I’impulso € Ad(t), la sua trasformata vale A: questa proprieta dice dunque che ad
un impulso nel dominio del tempo corrisponde una costante nel dominio della frequenza.

Vediamo di sfruttare adesso quanto detto fino ad ora a proposito dell’impulso di Dirac per
enunciare alcune importanti proprieta della trasformata di Fourier.

PROPRIETA: TRASFORMATA DI UN SEGNALE COSTANTE

Richiamiamo la proprieta di dualita della trasformata di Fourier: essa dice che, dato un segnale
s(t) e data la sua trasformata S(f), la trasformata del segnale S(t) (ossia di una funzione, nella
variabile t, che ha la stessa struttura di S(f)) & la funzione s(-f). In termini schematici, possiamo
scrivere che

(t) #® S(f)

S(t) %@ - f)

(dove la freccia a due punte indica evidentemente la corrispondenza biunivoca tra segnale e
trasformata di Fourier).
Allora, se abbiamo un segnale costante z(t) = A, in base alla proprieta di dualita e in base al fatto

che latrasformata di Ad(t) vale A, possiamo affermare che la trasformata di z(t) vale

Z(f) = Ad(- f)
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Ma, essendo la funzione d una funzione pari, € ovvio che
Z(f)=Ad(- f) = Ad(f)

Quindi abbiamo che

Ad(t) %® A
A -%® Ad(-f)

Nel caso particolare in cui A=1, abbiamo dunque che

1-4® d(f)

ossia che l'antitrasformata della funzione d(f) & la funzione costante pari ad 1.

Conseguenza

Possiamo allora ricavare due importanti relazioni se sfruttiamo quanto appena ricavato: sappiamo
che, dato un segnale s(t) che ammette trasformata di Fourier, laformula di trasformazione

+¥
S(f) = cp(t)e ot
-¥
mentre quella di antitrasformazione é
+¥ ]
s(t) = p(f el df
-¥

Allora, avendo detto
d(t) %.® 1

1-%® d(f)

laformula di antitrasformazione diventa

+¥

d(t) = P df

- ¥

mentre quella di trasformazione diventa

+¥
d(f) = ¢g "t

- ¥
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Queste sono dunque due relazioni che consentono di esprinere
|”inmpulso di Dirac nel domnio del tenpo e in quello della
frequenza.

PROPRIETA: TRASFORMATA DELL’ IMPULSO TRASLATO

Vediamo adesso quanto vale la trasformata dell’impulso traslato: in base ala proprieta di
traslazione nel tempo, sappiamo che, dato s(t) generico e data la sua trasformata S(f), la trasformata
del segnale s(t-tp) vale

S(f)e 12"

Allora, dato I'impulso d(t) e la sua trasformata d(f)=1, & chiaro che la trasformata dell’impulso
traslato d(t-tp) sara semplicemente

d(f )e- j2pfty —e j2pfty

Quindi concludiamo che

d(t- t,) ¥® e /%M

PROPRIETA: ANTITRASFORMATA DELL’ IMPULSO TRASLATO

Un’altra relazione ancora si ottiene sfruttando la proprieta di traslazione in frequenza della
trasformata di Fourier: questa proprieta dice, in generale, che, dato s(t) e data la sua trasformata S(f),

. . . . j2pf ot .
la funzione S(f-fp) risulta essere la trasformata di Fourier del segnale S('[)eJ Plo , dove, appunto, il
termine esponenziale tiene conto della traslazione.

Allora, ricordando che I’ antitrasformata di d(f) € 1, si ricava in modo immediato che la funzione

d(f-fo) & latrasformata del segnale el2Pfdt
Quindi concludiamo che

e 1P 3,® d(f - f,)

Esempio: trasformata di Fourier della funzione Coseno

Consideriamo il seguente segnale:
(t) = A cog 2pf t)

Questo e un segnale di potenza (e quindi ad energia infinita) come tutti i segnali periodici. Ne
vogliamo calcolare latrasformata di Fourier sfruttando |e proprieta prima enunciante.
Se applichiamo le formule di Eulero, abbiamo intanto che

S(t) = A (ejzmot te izpfot): A gt g A iz
2 2 2

1 In seguito, parleremo nel dettaglio delle trasformate dei segnali periodici e forniremo unaformula generale per calcolarle
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In tal modo, s(t) risulta essere la somma di due esponenziali, ciascuno moltiplicato per il fattore

A/2: alora, avendo trovato prima che la trasformata del segnale €% & la funzione d(f-fo),
applicando questo risultato e applicando anche la proprieta di linearita deduciamo che

S() =2 d(f - 1) +5 d(f +1,)

Si osserva come questa funzione sia REALE, in accordo al fatto che il segnale s(t) e reale e pari.
Daun punto di vista grafico la funzione S(f) € la seguente:

AS0

A2

f I

-fo +

Esempio: trasformata di Fourier della funzione Seno

In modo analogo a prima, possiamo calcolare la trasformata del segnale S(t) = As n(2pf0t) .
Se applichiamo ancora una volta le formule di Eulero, abbiamo che

i2pfot _ A

2

- j2pfot

A
s(t)=—-e e
(t) 2

e quindi
A A
f)=—d(f- f,)- —d(f +f
S(f) 2J.( o) 2j( o)

In questo caso, la funzione che si ottiene € puramente immaginaria, in accordo al fatto che s(t) &
questa voltareale e dispari.
Graficamente, abbiamo qualcosa di diverso da prima:

A0

r A2
+f
L pf
i —l
A2
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Esempio: trasformata del segnale sgn(t)
Consideriamo il seguente segnale:

Esso viene solitamente indicato con “sgn(t)” eil suo andamento grafico € il seguente:

450

1

Vogliamo calcolarne la trasformata di Fourier. Usiamo a questo scopo il concetto di limite nel
modo seguente: consideriamo i due segnali esponenziali

X(t)A it>0 y(t)A

x(t)=¢e*® :
(® {a>0 ta>0

Sono evidenti due cose:

in primo luogo, per quanto riguarda e, guanto piu a® 0, tanto piu il segnale tende a valore
costante =1,

alo stesso modo, per quanto riguarda e, guanto piu a® 0, tanto piu il segnale tende al valore

costante =1, oppure, quanto piu a® 0, tanto piu il segnale -e™ tende a valore -1.

Quindi

lime ® =
a® 0

Iim(- ea‘):l

a® 0

Possiamo allora dare del segnale s(t) |a seguente rappresentazione:

1) = i no{u(t)e'a‘ - u(- t)ea“]
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E’ possibile dimostrare che, effettivamente, se calcoliamo la trasformata del secondo membro
(incluso il limite) essa coincide con quella di s(t). Vediamo allora quanto vale questa trasformata.
Sappiamo gia che

Fourier[u(t)e‘ a‘] -1

a+ j2pf
. 1
Fourler[u(- t)ea‘] = P
per cui
S(f) = lim eaﬂlzpf _jlzpf§ a@fﬁzaé—féff) 0= (- j4pf>{1®f‘3§az+(12pf )2§= ,—;f

Osservazione
Facciamo osservare una interessante conseguenza di questo risultato. Riprendiamo la proprieta di
dualita: schematicamente, tale proprieta dice che

(t) #® S(f)
S(t) #4® - f)

Allora, avendo trovato poco fa che

son(t) 4@ if
J

e evidente che

_i -%® sgn(- T)
jpf

Dato poi che la funzione sgn(t) € evidentemente una funzione dispari, concludiamo che

1 e - sn(f)
jpt

Questo stesso risultato si poteva comunque ottenere per altra via e precisamente applicando la
proprieta di scala, secondo la quale latrasformata di z(t)=s(-t) € uguale a

z(f)=9-1)

. 1 . .
Nel nostro caso, se prendiamo S(t) = —, € evidente che

- e sy
Jpt

Autore: Sandro Petrizzelli
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e, quindi, se prendiamo g(t) = - it avremo
P

_i—3/4® - sgn(f)

Jpt

Esempio: trasformata di Fourier del gradino unitario

Calcoliamo latrasformata della funzione gradino unitario

u(t)
A Il t>0
u(t):|1/2 t=0
1o t<0

»{

Intanto, possiamo rappresentare analiticamente questo segnale nel modo seguente:

u(t) = 8u(t) i %§+ ;

In questo modo, u(t) risulta la somma del segnale costante pari a %2 e del segnale x(t) = u(t) - %

la cui rappresentazione &
X()

A
12

»{

-1/2

Questo non e altro che il segnale Y2sgn(t), per cui
1 1
u(t) = —=sgn(t) +—
(t) =~ son(t) +

Dobbiamo calcolare la trasformata di questo segnale: la trasformata di sgn(t) e stata calcolata in

precedenza e vale % La trasformata di un segnale costante A abbiamo detto che vale Ad(f), per
jpf

cui possiamo concludere che la trasformata del gradino unitario &

1
U(f) —%+ d(f)

11
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GENERALIZZAZIONE DELLA PROPRIETA DI INTEGRAZIONE NEL TEMPO

Quando abbiamo enunciato la proprieta di integrazione nel tempo della trasformata di Fourier,
abbiamo detto quanto segue: dato un generico segnale s(t) che ammetta trasformata di Fourier e data
la sua trasformata S(f), dato inoltre il segnale

2(t) = é)s(t)dt

esso, nell’ipotesi che sia S(0)=0, ammette trasformata di Fourier, laquale vale

2(fy = )

j2pf

Vogliamo adesso vedere quanto vale Z(f) nell’ipotesi generale per cui S(0)* 0.
Intanto, usando la definizione del segnale gradino unitario u(t), possiamo esprimere in altro
modo il segnale z(t) e precisamente

2(t) = ;‘)s(t)dt = éﬁ(t)u(t- t)dt

L’integrale ottenuto non € altro che il prodotto di convoluzione tra il segnale s(t) ed il gradino
unitario, per cui possiamo scrivere che z(t) =9(t)*u(t). Ricordandoci allora che ad una
convoluzione nel tempo corrisponde un semplice prodotto nel dominio della frequenza, abbiamo che
Z(f) =(f)U(f) . Latrasformata del gradino unitario e stata calcolata nell’ esempio precedente, per
cui

u_ §f)

0= ir +5 S0

2= S0 - +5 A0
e J

A questo punto ci ricordiamo che il prodotto di una funzione per I'impulso di Dirac € pari al
valore della funzione nel punto di applicazione dell’impulso, che in questo caso e f=0, per cui

2()= 5+ ,S0

Appare subito ovvio che, se S(0)=0, si ottiene quanto ricavato in precedenza.

12
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EsEmMPIO

Vogliamo calcolare la trasformata di Fourier del seguente segnale:

AS(D)

1

-T +T t

La prima strada € quella di applicare semplicemente la definizione e vediamo percio a che
cosa ci porta: intanto, la definizione dice che

+¥
S(f) = (‘ﬁ(t)e'j2pft dt
-¥
Essendo s(t) nullo a di fuori dell’intervallo [-T,T], possiamo restringere I’intervallo di
integrazione:

+T
S(f) = ¢p(t)e #"dt
-T

Possiamo adesso spezzare I'intervallo di integrazione in due pezzi:

0

_ ot 0 .ot T\E O .ot
s — _ J2p! - J2p
S(f) % +1ze dt + g% +1ze dt

|~

Questa puo anche essere riscritta nel modo seguente:

T 0

)
S(F) = gpdtr e et e e
R 0

T -T
Il primo integrale € immediato:

sin(2pfT)

= 2Tsinc(2fT)
pf

Td_:‘-jzpftdt - -21f [e-ijft]TT — .Zlf [e_ijfT _ eijfT] —
T 1P 1P

Quindi, abbiamo che

0 T
S(f) = 2Tsing(2fT) +% e 2t - % ofe PPt

-T 0

Restano gli altri due integrali, che sono identici tranne che per gli estremi di integrazione:
allora, risolviamo (per parti) il generico di essi in modo indefinito e poi passiamo a considerare
gli estremi di integrazione:

13
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. 1 4 1 . 1 4
hY e Jprtdt — hY D e j2pft dt - _ te- j2pft + N\ A ]2pftdt —
o apr 0018 )= e

1 1 1
- ﬁ[ ]2pft] _ (szf)z [ ]2pft] - _ ﬁ[ Jprt] (zpf)z [ Jprt]

Adesso consideriamo gli estremi di integrazione:

_Z?:e-jzpﬁdt — szr-)f [ ]2th] i _'_ﬁ[e-jzpft]oT — % ) Tejzpr]+ (Zp]% )2 [1_ ejzpr]
.
Ode- i2pft gt = J;};f [ - j2pft ]0 + (Zp]]; )2 [e- j2pft ]Z — JZ:Lf [ JprT]+ (Zp]% )2 [e- j2pfT _ 1]

Torniamo allora alla espressione di S(f) e facciamo i seguenti passaggi:

2pfT u 1€ - j2pfT u
S(f) = 2Tsing(2fT) + 1eTeJ s 1 ~|1- eszfT)g- 13 T(_aJ s 1 2(e‘jz')”- 1)u:
Tg j2pt - (2pf) g Te J2f  (2pf) A
€,j20fT u e 2pfT u
= 2Tsing(2T) + & ot 2(1- e’z’)”)u+'°~ Rl 2(e"'z"”-l)tj:
gJZIOf T(2pf) g @i2ef  T(2pf) A

= 2Tsind(2T) + [e‘ZPfT e jzpr] +

: [(1 e'z'ﬂ) +(1- e'iz'jfT)] =

j2pf T(2pf)
= 2Tsind(2T) + COE(_prT) [2 e‘z”fT +e 1% )]
jpf (2pf
= 2Tsind(2T) + 0o 2fT) - [e‘zf’fT +e ‘2pr]

jpf T(2pf)2 (2pf)
cog(2pfT) L2 cog(2pfT)
jpf T(2pf)*  2T(pf)*

= 2Tsing(2fT) +

In conclusione, quindi, abbiamo trovato che

cog(2pfT) L2 cog(2pfT)

f)=2Tsinc[2fT
S(f) = 2Tsind21T) + jpt T(2pf)®  27(pf)?

Vogliamo allora vedere se & possibile risparmiare tutti questi calcoli per arrivare ad S(f),
ottenendo magari una espressione pit semplice.

Proviamo ad utilizzare la proprieta di derivazione nel tempo. Riprendiamo il diagramma di
s(t) in funzione di t e ricaviamo quello del suo segnale derivato s'(t):

14
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AS(D)

-T +T t

Dato che s(t)=0 per t<T e per t>T, lo stesso accade per s'(t). Nell’intervallo [-T,0], s(t) ha

espressione ?+1, per cui la sua derivata vale 1/T; infine, per [0,T], I’espressione di s(t) &

t . .
- $+1, per cui lasuaderivatae-1/T.

In conclusione, il segnale derivato di s(t) hail seguente andamento:

As(®)
uT

-UT

Anche questo segnale ha una espressione complessa. Proviamo allora con |’ ulteriore segnale
derivato:

per t<-T et>+T, s'(t) vale 0 e quindi altrettanto vale s’ (1);
int=-T s'(t) passada 0 a 1/T, per cui il segnale derivato &€ un impulso di area 1/T;

int=0, s'(t) passada /T a-1/T, per cui s''(t) sara un impulso di area 2/T e rivolto in senso
opposto al precedente;

infing, in t=+T, s'(t) passa -1/T a0, per cui s''(t) &€ nuovamente un impulso positivo di area
UT.

In conclusione, s''(t) éil seguente:
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AsS'()
uT uT
-T +T >t

v

2T

L’ espressione analitica di questo segnale é
1 2 1
S'()==d(t+T)- =d(t)+=d(t- T
(1) T( ) = (t) T( )

efaquindi al caso nostro in quanto é estremamente semplice. La sua trasformata & infatti

) 2 1 .
e-ijfT i Nt e]2pr

Fourier[s ' (t)] = % T

Essa pud anche essere riscritta nellaforma

T 4 _lé e ey o9
Fourier[s " (t))] —?(e 2T 4 @I2PIT 2) —?ng- 28_?(2(:05(2pr)- 2)

A questo punto, in base alla proprieta di derivazione nel tempo, abbiamo che

1
_ Fourier[s (t)] _ Fourier[s"(t)] _ $(2003(2pr)- 2)

j2pf (jopf )* - (2pf )

S(f)

ESEmMPIO
Consideriamo il segnale X(t)=|Sin(2pfOt)|. Di questo segnale, presa fo generica,
consideriamo larestrizione all’intervallo [0,T] e indichiamola con s(t):

50

s(t) = [sin(2pf b)) per OEt£T econT = fi
0
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Il segnale s(t) & dungue solo la parte positiva e compresa in [0,T] della funzione Seno con
periodo appunto T. Vogliamo latrasformata di Fourier di s(t).

Ci sono diversi modi per calcolare la sua trasformata. || modo piu generale & ovviamente
quello di utilizzare la definizione di trasformata di Fourier di un segnale generico:

+¥ +¥ +¥
S(F) = ¢p(t)e #"dt = ¢p(t) cos(2pft)dt + j p(t)sin(2pft)dt
-¥ -¥ -¥
RegS(f)? Imgs(f )

In linea di massima, data la struttura della nostra funzione, non conviene tanto calcolare
I"integrale

+¥
S(f) = ¢p(t)e ' dt
-¥
quanto, piuttosto, i due integrali

Re(S(f)) = +Z‘p(t) cos(2pft)dt

+¥

Im(S(f)) = ¢p(t)sin(2pft)dt

Tenendo conto che s(t) € nulla al di fuori del periodo T e, all’interno di tale periodo, vale
|sin(2pf,t)|, abbiamo che

Re(S(f)) = Tds n(2pf,t)| cos(2pft)at
Im(S(f)) = Bs n(2pf, t)|sin(2pft)at

ma € evidente che questi due integrali non sono affatto facili da calcolare. E’ consigliabile allora
scegliere qualche altra strada.

Un primo metodo alternativo potrebbe essere quello che si basa sulla seguente osservazione:
se trasliamo s(t) di T/2 verso sinistra, otteniamo un nuovo segnale che risulta essere PARI.
Questo ci & di aiuto in quanto sappiamo che la trasformata di un segnale pari € reale: allora,

indicato con x(t) il segnale traslato, ossia
X(t) = sina%pf()gh%%

|a suatrasformata vale

+¥ +¥ T
X(f)= ¢y(t) cos(2pft)dt = (“innacépfog +E£cos(2pft)dt
-¥ -¥ e

e quindi, in base alla proprieta di traslazione nel tempo, la trasformata di s(t) &

S(f) = X (f)e™?
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Tuttavia, anche in guesto caso, I’integrale che ci troviamo a dover calcolare non &€ immediato.
Possiamo allora provare a seguire una terza strada, che & una via di mezzo tra quella appena
citata e un’altra, piu volte utilizzata, che & quella di usare la proprieta di derivazione nel tempo.
Vediamo nei dettagli.

Consideriamo il segnale x(t) di cui abbiamo appena parlato:

AX(t)

x(t) =

sinan2pf0§%+l.:l: -I£t£+I
2 2 2

LY N\

-T/2 T/2

Questo segnal e puod essere visto come la sommadi due archi di circonferenza identici a quello
dellafigura seguente, uno traslato di -T/4 e |’ altro traslato di +T/4:

A90)
(N L
-T/4 T/4

Allora, possiamo trovare la trasformata di g(t); da essa risalire a quella di x(t) mediante il
teorema di traslazione nel tempo e, ancora mediante questo teorema, possiamo infine trovare la
trasformata di s(t).

Il problema si riduce quindi atrovare latrasformata di g(t). Ed € qui che possiamo sfruttare il
teorema di derivazione nel tempo. Infatti, vediamo quale andamento temporale hanno i segnali

g eg’(t): .
g(t)

g'(®

-T/4 T/4
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Si nota come I’ espressione del segnale g''(t) sia per noi particolarmente comoda: infatti, Si
tratta della somma di due impulsi unitari traslati e del segnale g(t) ribaltato rispetto all’ asse delle
ascisse. Possiamo cioe scrivere che

To To
Y1) = - g(t) +dX + 2+ dY - —2
g'(t)=-9(t) g+ 5T 5
Trasformando ambo i membri secondo Fourier abbiamo che

T T
f— - j2pf—
p4 J2pi

Fourier[g"(t)]:-G(f)+ej2 +e 4

Inoltre, in base al teorema di derivazione nel tempo, si ha che
Fourier|g" (t)] = (20t ' G(f)

per cui

j2pf

. T
(i2pf)* G(f) = - G(f) +e ™" 4 +e s

Esplicitando G(f) e usando le formule di Eulero otteniamo

jptl jeptT LA
_e “*‘+e 4 2 e 2+e 2 _ 2 2. To
G(f) = ;= 5 = - COSGpf —=
1- (2pf) 1- (2pf) 2 1- (2pf) 20
A questo punto, dato che era
T0 T6
= - —=+ +—=
X(t) = ogl- 2+ ogl+ 2

la trasformata di x(t) sara

LT T P L . .
X(f)=G(f)e™ +G(f)e M1 =— 2 2”2 1e '”2+oo§%f IQ:LoosZg%f 1o
a

1- (2pf)" €

Infine, dato che era §(t) = x§+ %g, possiamo concludere che

)= X(f ijf% — 4 jpfT 25%f 1o
S(f)=X(f)e 2= 7 €T cos”¢pf —=
1- (2pf) 29
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Trasformata di Fourier di segnali periodici

DEFINIZIONE

Quando abbiamo introdotto il concetto di trasformata di Fourier, abbiamo detto che, dato un
segnale s(t), condizione sufficiente perché esso possa ammettere trasformata € che sia ad energia
finita. Evidentemente, non sono ad energia finitai segnali periodici e questo e il motivo per cui, fino
ad ora, ci siamo occupati solo di segnali a-periodici.

Tuttavia, sempre in quella sede, abbiamo sottolineato come la condizione di avere energia finita
sia sufficiente ma comunque non necessaria perché un segnale possa ammettere trasformata di
Fourier. Ecco allora che € possibile avere anche dei segnali ad energia
infinita (cioé segnali di potenza) che amettono trasformata di
Fouri er: questo &, per esempio, quello che accade per i segnali Sen(t) e Cos(t), le cui trasformate
sono state calcolate in precedenza sfruttando le proprieta dell’impulso di Dirac.

| segnali Seno e Coseno sono due tipici segnali periodici: in questo paragrafo, noi vogliamo
ricavare una formula generale per il calcolo dellatrasformata di Fourier di segnali periodici.

Sia dato percio un segnale g(t) periodico, tale cioé che g(t) =g(t+nT), dove n & un numero
intero, mentre T € una quantita reale positiva. Mentre, fino ad ora, abbiamo trattato volutamente solo
segnali aperiodici, vogliamo adesso calcolare la trasformata di Fourier di g(t) periodico.

La prima cosa che facciamo € esprimere g(t) mediante lo sviluppo in serie di Fourier: quindi

+¥
g(t) = § c,e*
¥

n=-

dove ricordiamo che f,=n/T e che i coefficienti dello sviluppo hanno espressione generale

Dobbiamo allora valutare quanto valgono questi coefficienti c,. Consideriamo, a tale scopo, un
nuovo segnale, che coincide con g(t) nell’intervallo [-T/2,T/2] mentre € nullo all’esterno: si tratta
dunque dellarestrizione di g(t) all’intervallo [-T/2,T/2] e laindichiamo percio con gg(t).

In base a questa definizione, si deduce che gg(t) € certamente un segnale ad energia finita, per cui
possiamo calcolarci |a suatrasformata di Fourier: applicando la normale definizione, abbiamo che

+¥

Ga(f) = (g (t)e it
-¥

Facciamo vedere come quest’ultima funzione sia particolarmente utile per il calcolo dei
coefficienti ¢, dello sviluppo in serie di g(t): infatti, in base a come e stata definita la gr(t) e in base
allaformula prima richiamata per il calcolo dei c,, € ovvio che
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TI2
_1

n T mR(.t)e j2pf, ’[dt —

-T/2

+¥
Pr (t)e 2P gt
-¥

—||l—\

L’integrale ottenuto € pari proprio alla trasformata di ggr(t) calcolata per f=f,=n/T, per cui

concludiamo che
1 an
Cn = R 9_9
T eT

e quindi che lo sviluppo in serie di Fourier di s(t) &

8 O_jzpf, t 8910 2pf, t
g(t) = G Qgizntat — Grom 2%
naJ T a Tna¥ T o

A questo punto, calcoliamo G(f) come trasformata del secondo membro di quest’ ultima relazione:

iU 1
G(f) = —e”"u —

1 o e a0 - j2pf,t
T? ourleréGR% i Tna¥GR%TﬁFourler[e ]

Abbiamo in precedenza trovato che la trasformata di quel segnale esponenziale € I’impulso
traslato in avanti di una quantitaf,, per cui

195 . ano
fy==— i -
G(f) Tn§¥GR%Tﬂ_d(f f.)

Abbiamo dunque ottenuto che la trasformata di Fourier di un segnale periodico € una
successione di impulsi posizionati su frequenze multiple della frequenza fondamentale n/T
e di area pari a Ggr(n/T). Sviluppando parzial mente quella sommatoria, abbiamo che

e 10 10 1
G(f)=..+ = G —418‘? + 22+ 2 G (O —G F0F+ 10,16 20F . 20,
RQ Tg T ()() RgT;z;e Tg T RgTze Tg

per cui larappresentazione grafica e la seguente:

AG(f)
A
! o
n=-3 n=2 n=1 n=1 n=2 n=3
f=-3T f=2T f=UT f=UT f=2IT f=3/T
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E’ importante sottolineare che |’ aver usato “altezze” viavia decrescenti per gli impulsi, man mano
che aumenta la frequenza, € del tutto casuale: sono teoricamente possibili infiniti andamenti
dell’ampiezza degli impulsi al variare della frequenza.

ESEMPIO: SUCCESSIONE DI IMPULSI

Vogliamo calcolare la trasformata di Fourier del seguente segnale periodico:

o) = & dt- M)

n=-

Si tratta di una successione di impulsi (detta talvolta pettine di impulsi) di area costante
unitaria, che possiamo cosi visualizzare:

490
A
t
L
n=3 n=2 n=1 n=1 n=2 n=3
t=-3T t=2T =T t=T t=2T  t=3T

Applicando la formula generale trovata prima, abbiamo che

+¥ I
G(f) =2 & 6. 2% - 1)
T =¥ eTﬂ

n=-

per cui € evidente che dobbiamo calcolarei valori di Ggr(n/T).

Intanto, la funzione Gr € definita come trasformata di Fourier della restrizione di g(t)
al’intervallo [-T/2,T/2]: in questo intervallo, g(t) € d(t), per cui gr(t)=d(t): la trasformata
dell’impulso di Dirac é 1, per cui concludiamo che

H‘o_ n
GR%?B_ n
e quindi che
1& 1¥ no
Gf)==Qdf-f)==§ dF - 22
Tn§¥ Tn§¥ g Tﬂ

La rappresentazione grafica di questa funzione e la seguente:

22

Autore: Sandro Petrizzelli



Trasformata di Fourier (parte II)

AG(0)
A
p f
UT 2T 3T 4T 5T
In definitiva, abbiamo trovato che ad una successione di inpulsi di area
costante nel domnio del tenpo corrisponde una successione di
I npul si, senpre di area costante, nel domnio della frequenza.

Facciamo anche osservare che, se il periodo fosse T=1, le due successioni di impulsi sarebbero
formalmente identiche, ossia gli impulsi (oltre ad avere la stessa altezza) sarebbero traslati, nel
dominio del tempo e in quello della frequenza, della stessa quantita 1.

ESEMPIO

Vogliamo calcolare adesso la trasformata di Fourier del segnale rappresentato in figura:

AS()

Si tratta evidentemente di un segnale periodico di periodo T=4.
Il primo passo consiste nell’ esprimere s(t) mediante lo sviluppo in serie di Fourier: quindi

&
S(t) = a ¢,
n=-¥

Il secondo passo € il calcolo dei coefficienti ¢, tramite la trasformata della restrizione di s(t)
al’intervallo [-T/2,T/2].

L’ ultimo passo sara |’ applicazione della formula generale

1 _. ano
fy== = 20(f - £
S(f) T?.¥5R8Tﬂ( n)

n=-

Cominciamo percio atrovare quale sialarestrizione di s(t) all’intervallo [-2,+2]:
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2 1

Dobbiamo trovare la trasformata di Fourier di questo segnale: in precedenza, abbiamo
ricavato tale trasformata tenendo presente che sy(t) € il prodotto di convoluzione di due
rettangoli di altezza 1 e di base rispettivamente 1 e 3; abbiamo in particolare trovato che

Sk (f) =[3sinc(f)][sinc(3f))

Questa volta applichiamo un altro metodo, basato sulla proprieta di derivazione nel tempo:
tale proprieta dice che, dato un segnale x(t) e data la sua trasformata X (f), sussiste larelazione

Fourier[x™ (t)] = (j2of )" X (F)

Perché puo essere conveniente applicare questa relazione? Perché é possibile che, trovando il
segnale derivato di x(t), esso abbia un espressione particolarmente semplice, il che rende
altrettanto semplice il calcolo della sua trasformata e, quindi, il calcolo di quella di x(t).
Vediamo cosa accade nel nostro caso.

Il segnale derivato di sz(t) € il seguente:

A gx(t)

—

Anche la trasformata di questo segnale non é facile da calcolare; proviamo allora a vedere se
e piu facile il calcolo di quella dell’ ulteriore segnale derivato, ossia s;'’(t). Dobbiamo percio
determinare come é fatto questo segnale. Verifichiamo che esso é fatto nel modo seguente:

ASR'(D)
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Per farlo sfruttiamo due proprieta: la primariguardail segnale impulso di Dirac e dice che
t
(‘ji(t - ty)dt =1 1>t
-¥

La seconda € quella per cui il segnale sz’ (t) € il segnale ottenuto da sg’’(t) per integrazione.
Daobbiamo far vedere quanto segue: a partire da sg’’ (t), per integrazione, deve accadere che

per t<-2 ® sy’ (t)=0
per -2<t<-1 ® sz’ (t)=1
per -1<t<+1 ® s'(t)=0
per +1<t<+2 ® s'(t)=-1
per t>+2 ® sz'(t)=0

Ponendo per comodita x(t)=sr(t), vediamo cosa accade nel nostro caso:
per t<-2 ® x''(t) vale O, per cui vale anche zero x’ (t)

per -2<t<-1 ® Xx’’(t) coincide con I’impulso traslato di -2, per cui
t t
(‘)X"(t)dt = (‘)j(t +2)dt =1
-¥ -¥

per -1<t<+1 ® X'’(t) é la differenza di due impulsi opposti, uno traslato di -1 e |'altro

traslato di +1, per cui
t

OX ' (t)dt = é‘j:l(t +1)dt - tc‘pl(t -Ddt =1-1=0

-¥

per +1<t<+2 ® Xx’’(t) coincide con I'impulso ribaltato rispetto all’asse delle ascisse e

traslato di +2, per cui
t t

OX (t)dt =- ¢t - 2t =-1

-¥ -¥

Abbiamo dungue giustificato la struttura di sz’’(t). Questo segnale ci fa© molto comodo in
quanto & immediato il calcolo della sua trasformata: trattandosi di una somma di 4 impulsi

traslati ed essendo la trasformata di un impulso traslato d(t-t,) pari a € %", deduciamo che

Sku(f) —@ W) | gl (D) | g1 o J20 (1)

Applicando le formule di Eulero, si hache
Sk (t) = Z cos(4pf ) - cos(2pf )]
Applicando adesso la proprieta di derivazione nel tempo, otteniamo che

S, () = Se''(f) _ 2 cos(4pf ) - cos(2pf )]

(i2pf)* (i2pf)*
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A questo punto, € possibile fare qualche manipolazione algebrica su questa funzione: infatti,
sommando membro a membro le formule di duplicazione del coseno si ottiene

sinasinb = %(cos(a - b) - cos(a +b))

Applicando questa formula nel nostro caso, otteniamo

oot ] __ B SO annyancan]

S (f) =-

('pr)2 (ijf) (Jpr)
[sn(pfp)zsfn(aof ) _ snéfpf) ggsnspf)o_ 3sinc(f)sinc(3)

e questo erail risultato che in precedenza avevamo trovato per altra strada.
Adesso, la funzione Si(f) ci serve per valutare i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier
dellafunzione s(t): infatti, si ha che

anlngelQ 1 nc(;——smcggﬂ9
T eTg T eTg éeTg
e quindi che
+¥
asn U 2pf,t
s(t)—a 35|n N %in j2
n:-¥8T C(; ﬂ C(;\ &]F

Infine, noti i coefficienti dello sviluppo, possiamo applicare la formula generale

S(f) = ? a Sat;—-d(f - 1)

per cui possiamo concludere che latrasformata di Fourier del nostro segnale periodico vale

1 & é1 é
fy== _SSmc——smc— f-f)= nc——smc— f-f
=7 8 grinf g -1 =5: & gin g1
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ESEMPIO: ONDA QUADRA

Calcoliamo la trasformata di Fourier del seguente segnale periodico, che & una classica onda
quadra che oscillatrail valore nullo ed il valore unitario:

AS()

-

-T/2 +T/2 +T

Ricordiamo, a titolo di curiosita, che un’onda quadra € caratterizzata da un parametro noto
come duty cicle: esso € definito come il rapporto (percentuale) tra la frazione t di periodo T
durante laquale il segnale é alivello alto el periodo stesso:

duty cicle= % X100

Nel caso che stiamo considerando, € evidente che, in ciascun periodo, il segnale si mantiene
al livello alto per un tempo t=T/2, il che comporta, in base alla definizione appena fornita, che il
duty cicle siadel 50%.

Andiamo allora a calcolare la trasformata di questo segnale, che viene usata in moltissime
applicazioni elettroniche. Applicando la definizione di trasformata di un segnale periodico,
abbiamo che

1 & _and
Sf)== A See=d(f - f,)
Tn:—¥ eTﬂ

dove Sk(f) € la trasformata del segnale s(t) ristretto all’intervallo [0,T]. Facciamo allora i
calcoli:

¥ T2 TI2
S (f) = (?R (t)e 12pftdt - (y(t)e szftdt — @-JZthdt _ 2 d—_)[e j2pft ]dt _
0 J p 0
-1 e"'z”"]T/2 :_1 o IR _ 1]: [1 . ]pr]
- J2pf © - j2pf j2pf
Cof T @ i T N T
BN - S i u:ie ’pfzanpf__
2pt é a bf & 2gp
Daqui, latrasformata di s(t) risulta
(I - jp2
f p— S ——df-f - — —e an _df_f -
S(f) = Tng Ry (- 1) = Tﬂ;{épn g% (F-1)=
¥ .
=8 e pZSng 2 - 1,)
n=-¥ n g
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Questa espressione mostra le caratteristiche fondamentali dello spettro dell’ onda quadra in
guestione: infatti, oltre a trattarsi (come € ovvio che sia), di uno spettro a righe (composto
cioé da impulsi), & evidente che sono presenti solo le righe (cioe appunto gli impulsi)

corrispondenti a valori dispari di n: il motivo & chiaramente nel coefficiente sing%gg, chevale
e <9
1 quando n é dispari, mentre invece vale 0 quando n € pari.
Generalmente, si esprime questo fatto dicendo che lo spettro di un’ onda quadra con duty cicle
del 50% comprende solo learmoniche (o righe impulsi) dispari.
Oltre a questo, si nota anche un’altra importante caratteristica: infatti, la generica di queste
armoniche & moltiplicata per il coefficiente

Questo coefficiente € chiaramente complesso, ossia presenta un modulo ed una fase:
considerando solo valori dispari di n (in quanto per quelli pari si & visto che non ci sono
armoniche), abbiamo che il modulo e lafase del generico coefficiente sono

M(n) = ie_jpgg'n&bﬂ.- :ign&bﬂ :i
pn €24 pn[ € 24 pn
&1l -t . 2 ngd n

f(n)=arg¢—e 2sincp—+==-p—

(n) gépn gnga >

Si nota immediatamente che il modulo diminuisce all’aumentare di n; questo significa che le
armoniche di ordine maggiore (cioé con n maggiore) hanno minore ampiezza delle
armoniche di ordine minore. In altre parole, man mano che consideriamo armoniche d(f-f,) a
frequenza f,.=n/T via via maggiore, la loro ampiezza diminuisce sempre piu, fino ovviamente ad
un punto oltre il quale tale ampiezza € praticamente zero:

f
AIS()I

! I

n=-5 n=3 n=1 n=1 n=3 n=5 f
f=-5/T {=-3/T f=UT f=UT f=3/T f=5/T

Per guanto riguarda, invece, la fase dei coefficienti, essa fa si che lo spettro S(f) dell’ onda
quadra sia complesso. Questo deriva dal fatto che s(t) &€ un segnale reale e dispari. Se, invece,
traslassimo s(t) di T/4 verso sinistra (cioé in anticipo), otterremmo un segnale reale e pari, che
quindi avrebbe uno spettro puramente real e
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S(t+T/4)
A

t
T4 | +T/a >

Le caratteristiche dello spettro di questo segnale sono identiche a quelle dello spettro appena

ricavato, con la differenza di non presentare alcuna fase. Infatti, andando a cal colare nuovamente
Sk(f) sotto le nuove ipotesi, troviamo facilmente che

+¥

T T/4 T
Sp(f) = Cpr(t)e?dt = cp(t)e *dt = ¢p *"dt+ ¢p'*"dt =
-¥ 0 0 3T/4
- Tg;'.-ijftdt — 1 [e-ijﬁ]:r_:_‘/‘4 - 1 ge'iZPf% ) eJZPf%g:igeipfg i e—jpfgg
T/4 - J2pf - j2pf é 1] pf e a
:ising%f 19
pf & 2g

ed é evidentemente scomparso il termine esponenziale che determinare la presenza di una fase
non nulla.
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Impulso gaussiano

DEFINIZIONE E TRASFORMATA DI FOURIER

Si definisceimpulso gaussiano il seguente segnale:
t2
(t)=e =

L’andamento di questo segnale € il seguente:

Quando maggiore € sy, tanto piu la campana si assottiglia:

Vogliamo calcolare la trasformata di Fourier di questo segnale. Per farlo, intendiamo avvalerci
della proprieta di derivazione nel tempo e di quella di dualita
In primo luogo, il segnale derivato ha |’ espressione

tZ
s(t) =- ize 25t
St

Se moltiplichiamo e dividiamo per 2p, abbiamo che
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In base alla proprieta di derivazione nel tempo, la trasformata di questo segnale € legata a quella
di s(t) dallarelazione
Fourier[s (t)] = j2pfS(f)

Vediamo allora quanto vale latrasformata di s (t): abbiamo che

2 2

é 2pt %u 1 é %u

Fourier[s (t)] = Fourier& e ®tl= oo Fourier€ 2pte > U
é 0 2ps é u

t H 2PS, & t

La funzione da trasformare € il segnale s(t) moltiplicato per il termine 2pt. Vogliamo far vedere
che latrasformata di tale funzione e

1ds(f)
| df

Per farlo, applichiamo la proprieta di dualita: abbiamo prima detto che, in base alla proprieta di
derivazione nel tempo, per un generico segnale x(t) si ha che

$ﬁ BYH® j20fX(f)

Portando il termine j a primo membro, abbiamo che

% x® 95® 2pfX ()
j dt
Applicando a questa relazione la proprieta di dualita e successivamente la proprieta di scala,

abbiamo che

- 2ptX (- 1) ~ 9@ T )
j dt

t2
Nel nostro caso, il segnale datrasformare & - 2pte 0 ossia e - 2pts(t) (si tenga presente che s(t)

€ un segnale pari) per cui la suatrasformata, in base alla proprieta di dualita, sara }% :
J
Quindi, abbiamo che
é S
Fourieré& 2pte ¢
é
€

Andando a sostituire nella relazione nell’ espressione dello spettro di s'(t), otteniamo dunque che

Fouriers (t)] = 2pls - ]1 %
t
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D’altra parte, avevamo anche trovato che
Fourier[s (t)] = j2pfS(f)

per cui concludiamo che
1 1ds(f)

12pfS(f) =
I2ptS(t) 2ps?j df

Questa € una equazione differenziale a variabili separabili, dalla quale possiamo ottenere quanto
vale S(f): separando le variabili otteniamo

ds(f) _ 2
ﬁ_-(zpst) faf

Integrando in modo indefinito, abbiamo che

dS(f) _

Oshy o (20s ) fdf

e quindi
2

logS(f) = - (2pst)2 %+cost

e quindi ancora

(Zpstf)2

S(f)=Ae 2

A ben guardare, anche S(f), graficamente, & una campana: infatti, se noi poniamo 2ps, =i,
S f
otteniamo una espressione del tipo
f2

S(f) = Ae =%

e gquesta ¢ la stessa espressione di s(t). Naturalmente, dato che s € il reciproco, a meno del termine
2p, di sy, € chiaro che quanto piu schiacciata e la campana di s(t), tanto piu appiattita sara quella di
S(f) e viceversa. Ad ogni modo, ad una campana nel dominio del tempo corrisponde una campana
anche nel dominio dellafrequenza.
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