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Errori a regime per controlli in retroazione unitaria

Nello studio dei sistemi di controllo in retroazione, una specifica molto
importante é il cosiddetto errore a regime nella risposta del sistema stesso ai
segnali canonici (gradino, rampa, impulso, parabola). Consideriamo, per esempio,

un servomeccanismo di posizione, cui poniamo in ingresso un segnale a gradino o

a rampa: & necessario che, a regime, l'albero di uscita assuma una posizione q
corrispondente all’landamento del segnale in ingresso, entro limiti di errore
prefissati.

Per calcolare gli errori a regime nella risposta ai piu importanti segnali
canonici (gradino, rampa e parabola), facciamo inizialmente riferimento al

sistema con retroazione unitaria indicato nella figura seguente:

R(9

-D—2x G(9) =

In questo schema, la variabile immediatamente a valle della giunzione
sommante rappresenta effettivamente [I'errore e(t)=r(t)-c(t), inteso come
scostamento della variabile controllata c(t) rispetto al riferimento imposto r(t).
Questo significa che, per il momento, stiamo supponendo che il comportamento

voluto consista nella ripetizione esatta del segnale di riferimento r(t). Vedremo poi
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in seguito cosa succede nel caso piu generale in cui la funzione di trasferimento
del ramo di retroazione non & una costante di valore unitario.
L'andamento del tempo della variabile errore e(t), in funzione dell’'ingresso r(t),

si ottiene evidentemente antitrasformando I'espressione

G peg -

E(S) = R(S) - C(S) = R(S) - 1+G(S) = 1+—C;(S) R

(9

Di tale andamento interessa principalmente la parte finale, cioé il cosiddetto

andamento asintotico, definibile come e, = lime(t): applicando allora il noto
t® ¥

teorema del valore finale, ci ricordiamo che

e, =lime(t) = limsE(s)

[
t® ¥ 0

per cui siamo interessati a calcolare la quantita sg(s), onde poi calcolarne il

limite per s® 0.

Errore a regime nella risposta al gradino (errore di posizione)

Supponiamo di applicare in ingresso al sistema un gradino di altezza Ro, la cui

trasformata sara dunque R(s)=R,/s. Possiamo scrivere in questo caso che

Ry/s : . R R
E(s) =—2——3%u® e =limsE(9) =lim——2—=——"°
1+G(9) 0 ®0l+G(g) 1+ I;@ngG(s)
La quantita Ii@ngG(s) prende il nome di costante di posizione e si indica

generalmente con Kp: con questa posizione, possiamo concludere che
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E' dunque chiaro che il valore di e, viene a dipendere da IsgrgG(s), ossia dalla

funzione di trasferimento del sistema in anello aperto. In particolare, il valore di

quel limite dipende dal tipo di sistema:

se il sistema ¢ di tipo O (nessun polo nell’'origine), allora risulta

(@]:

(1+sT,)

=
1
=

* R
—a B® e =—>
1+a

e =meE = s

Or

(1+sT)

1
=

In questo caso, cioé, | a costante di posizione & pari al guadagno

statico a’;

se il sistema é invece di tipo 1 (o superiore, quindi con uno o piua poli

nell’origine), allora risulta

pul
O +sT)) R
K, =1limG(s) =lima" XL — =¥ 3%® e =—2-=0
®0 W0 el 1+ K
sQ (1+sT)) P

i=1

In questo caso, quindi, la costante di posizione € ¥ e quindi

| "errore di posizione a regine € nullo.

Errore a regime nella risposta alla rampa (errore di velocita)

Supponiamo adesso di applicare in ingresso al sistema una rampa di pendenza

Ro, la cui trasformata sara dunque R(s) = RO/SZ. Possiamo scrivere in questo caso

che
e, =limsE(s) =lim Ro 1 _ Ro =
R /s s© 0 ®01+G(S) s Ilm[(1+G(s))s]
E(s)=—>—— % 00
1+ G(s) _ R, Ry

s+ I
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La quantita IsgrgsG(s) prende il nome di costante di velocita e si indica

generalmente con Ky: con questa posizione, possiamo dunque concludere che il

valore a regime dell’errore vale

e

r

_ Ry
KV

Vediamo in questo caso come cambia il valore di e, al variare del tipo del

sistema:

se il sistema ¢ di tipo O, allora

Q

O @+sT))
K, =1imsG(s) = limsa” ! =03%® e, =¥
® 0 ® 0 L
O @+sT)
i=1
In questo caso, dunque, l'errore di velocita & ¥, il che significa che il

segnale in uscita saratale che I'errore vada aumentando all’infinito;

se il sistema ¢ invece di tipo 1, allora

Ju)
O (1+sTy)
K, =limsG(s) =lima" ¥ =a" 3%® ¢, =
®0 ® 0 el
O (1+sT)
i=1

*

a

Questa volta, la costante di velocita e pari al guadagno

statico a’, per cui I'’errore a regime si assesta su un valore costante;

infine, se il sistema é di tipo 2 (o superiore), allora

Q
O (1+sTy)
K, =limsG(s)=lima" L — =¥ 3%® e =0
®0 W0 w2
sO (1+sT))
i=1
4
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In questocasol a costante di velocita € ¥ e quindi |’ errore di
velocita a regime & nullo. Osserviamo, in base a quanto visto nel
paragrafo precedente, che in gquesto caso (cioé con sistema di tipo 2)
risultano nulli sia l'errore di velocita appena calcolato sia quello di
posizione in risposta al gradino: questo comporta, in base alla proprieta

di linearita, che risultera anche nullo I'errore a regime nella risposta ad

una qualunque combinazione lineare di un gradino e di una rampa.

Errore a regime nella risposta alla parabola (errore di
accelerazione)

Come ultimo caso, supponiamo di applicare in ingresso al sistema una

. i 1 . L
parabola di equazione r(t) :E Rotz. La sua trasformata di Laplace é evidentemente

R(9) =R, /s’, per cui la possiamo scrivere in questo caso che

_R,/S

1 R R,
1+ G(s)

. . R
® e, = IsggsE(s) =lim—2—

E(9) ©01+G(9) & Q@"i(“ G(s))sz] ) lim sS°G(9)

Per analogia con i casi considerati prima, la quantita Ii@mszG(s) prende il nome
0

di costante di accelerazione e si indica generalmente con K,: possiamo dungue

concludere che il valore a regime dell’errore vale questa volta

e

r

— RO
Ka

Vediamo come cambia il valore di e, al variare del tipo del sistema:

se il sistema ¢ di tipo O, allora

Ju)
O (1+sT,)
K, =1lims’G(9) =lims’a" XL =03%u® e, =¥
®0 ®0 A3
O (1+sT)
i=1
5
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in modo analogo, se il sistema ¢ di tipo 1 abbiamo che

D
O @+sT,)
K,=lims’G(9) =limsa" X2 =0%.® e, =
& w0 ®0 el '
O (1+sT)
i=1
se il sistema ¢ di tipo 2, allora
D
O @+sT)) R
K, =lims’G(s) =lima" ¥ =a" #® e =2
®0 ®0 5,2 a
O (@+sT))

i=1
In questo caso | a costante di accel erazione & pari al guadagno

statico e quindi I'errore di accelerazione a reginme si

manti ene su un val ore cost ante.

infine, se il sistema é di tipo 3 (o superiore), allora

QD
O @+sT)
K, =lims’G(s) =lima" XX =¥ %® e, =¥
®0 ®0 Y
SO (1+sT))
i=1

In questo caso |la costante di accelerazione € ¥ e quindi
| "errore di accel erazione a regime & null o (comeanche quello di
posizione in risposta al gradino e quello di velocita in risposta alla

rampa).

Conclusioni

I risultati cui siamo pervenuti sono riassunti nella tabella seguente:

Tipo di Errore di Errore di Errore di
sistema | Kp | Ky | Kj, posizione velocita accelerazione
0 a 0 0 | er=Ro/(1+a") er=¥ er=¥
1 ¥ a’ 0 er=0 er=Ro/a" er=¥
2 ¥ ¥ ar er=0 er=0 er=Ro/a"
6
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Questi risultati esprimono il cosiddetto principio del modello interno: af fi nché
si a neutralizzato (con errore null o a regi me) un nodo
corrispondente ad un polo nell’origine di ordine m occorre
generare |l o stesso nodo nel regolatore, che quindi deve avere un
polo nell’origine pure di ordine m o superiore, ossia deve
contenere un nodello del sistema elementare 1/s™ che genera quel
nodo.

Possiamo inoltre affermare che | a preci si one aunenta all’ aunentare del

tipo del sistema e, se si tratta di tipo O (risposta al gradino) o di tipo 1

(risposta alla rampa) o di tipo 2 (risposta alla parabola), alllaumentare del
guadagno statico a*. Per aumentare quest'ultimo parametro, € necessario agire
sugli amplificatori inseriti, nella catena di controllo, a monte del sistema
controllato Ge(s).

Per quanto riguarda, invece, il tipo, per ottenere un suo aumento (cioé per
aumentare il numero di poli di G(s) nell’origine), il principio del modello interno
appena enunciato afferma che deve essere il controllore ad avere uno o piu poli
nell’origine a seconda delle situazioni.

D’altra parte, un sistema di tipo elevato presenta notevoli

difficolta realizzative per ci0 che riguarda |la stabilita: isistemidi

tipo 2, come gia detto, sono piuttosto rari, perché, come risultera chiaro nel
seguito, sono di difficile stabilizzazione; il loro impiego & giustificato solo in

sistemi di posizionamento e inseguimento di altissima precisione.
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Errori a regime per controlli in retroazione non unitaria

Tutte le considerazioni fatte nei paragrafi precedenti a proposito dell’errore a
regime sono state riferite al caso di un sistema di controllo in retroazione
unitaria, tale cioé che la funzione di trasferimento del ramo di retroazione (cioé
del trasduttore di misura) sia pari ad 1. Vogliamo allora estendere tali
considerazioni ai sistemi con retroazione non unitaria, il cui schema generale &

riportato nella figura seguente:

R

H(g) —

Per prima cosa, dobbiamo adesso riferirci ad una definizione piu generale
dell’errore: indicheremo allora con e(t) l'errore per il segnale a valle della
giunzione sommante, mentre useremo i simbolo ej(t) ed ey(t) per indicare,
rispettivamente, l'errore riferito all'ingresso (detto anche errore di sistema) e
I'errore riferito all’uscita, espressi in relazione ad un dato comportamento ideale.

Se l'obbiettivo del controllo & l'inseguimento ed il comportamento ideale é

descritto dalla equazione c(t) = K.r(t), abbiamo intanto quanto segue:

K or(t) - c(t)
KC

errore riferito all'uscita a® e, (1) = K.r(t)- c(t) =K e (t)

errore riferito all'ingresso  3%® e, (t) =

Queste due relazioni suggeriscono anche un metodo pratico per la misura di
ei(t) ed ey(t); tale metodo € riassunto nel seguente schema a blocchi, che non ¢

altro che una modifica di quello precedentemente riportato:
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Eu(s)
Kc —_T_@—>

A

RO @9 G(g) > C(9)

H(g) [+

Adesso calcoliamo la trasformata di Laplace dell’errore riferito all’ingresso:

O
o RO

_KeRE-CO _ oy O oy 1HHEGE @ Gy O . _
Ei(s)_K—C_R(S) K. R K. %1 K1+ H(s)G(s)){aR(S)
_A+H(9G(9) - G(s)/Kc(_)'R(S)
- 1+ H(9G(9 2
In base a questa espressione si pone

G(s)

G.(9=

Ke +G(9(KH( - 1)

in modo tale da poter scrivere che

E (9 (9

=~ R
1+G,(9

La funzione Ge(s) prende il nome di funzione di trasferimento dell’errore ed &
evidentemente funzione di G(s), H(s) e Kc.

Volendo riferirsi ad uno schema a blocchi, possiamo dunque rappresentare

Ei(s) nel modo seguente:
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R(9

~D—x Gels) [T

Volendo poi tener conto della struttura della stessa Ge(s), si possono effettuare

le elaborazioni indicate nella figura seguente (a® b® c):

C C(s)/K. R(s) C(s)/ K,
B G(s) © 1/K. (S)/‘* ¢ G(s) - 1/K, /‘
+ +
H(s) K H(s)
a) b)
| C(s)/ K.
|
|
|
-
c)

Tornando adesso all’espressione analitica (nel dominio di Laplace) dell’errore

riferito all'ingresso, avevamo trovato che

E(9 (9

:;R
1+G,(9

Noi siamo interessati a che e, = I(i@ryei (t) = Q@ngsEi(s) =0, per cui abbiamo che
t

(9

e :Iims;R
0 1+G.(9

Consideriamo allora, ad esempio, l'errore nella risposta al gradino unitario

R(s)=1/s: abbiamo che

10
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1 1
1+G,(9 1+lmG,(9

e =lim
s® 0

La quantita Isj@mGe(s) prende il nome di costante di posizione e si indica ancora
0

una volta con Kp: possiamo dunque concludere che

_ 1
T1+K,

che é la stessa espressione trovata nel caso della retroazione unitaria, con la

differenza che, questa volta, la funzione di trasferimento coinvolta non & quella

del sistema, bensi quella dell’'errore.

Passiamo adesso all’errore riferito all’'uscita, abbiamo quanto segue:

1

1G9

e, (1) = K@ (t) %@ |E (9 =K

Interpretando anche questa relazione mediante uno schema a blocchi, abbiamo

quanto segue:

KcR(S)

~O—> Gels) 7

Adesso vediamo come cambiano le cose nel caso in cui il trasduttore di
retroazione si possa considerare puramente algebrico, ossia caratterizzato da una

funzione di trasferimento del tipo H(s) =h.

Se il sistema ha un elevato guadagno statico di anello oppure é di tipo 1 o 2,
per ingressi costanti o lentamente variabili risulta C(t)@ﬁr(t) e quindi risulta

logico assumere K. =1/h. Cosi facendo, si ottiene G_(S)=G(9h e quindi ci si
riconduce, per il calcolo dell’errore riferito all’ingresso, direttamente al caso di un
sistema con retroazione unitaria, in cui al posto della funzione di trasferimento

del percorso di segnale diretto si considera l'intero guadagno di anello

11
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H(s)H(s)=G(s)h. In questo caso particolare evidentemente risulta ei(t)=e(t) e
eu(t)=e(t)/h.

In alcuni sistemi in retroazione, il comportamento ideale non consiste
nell'inseguimento del segnale di ingresso, ma nella elaborazione di tale segnale
secondo una data funzione di trasferimento W(s): in questi casi, per il calcolo
degli errori si possono ancora utilizzare le relazioni precedenti, sostituendovi pero
W(s) a Kc.
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